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Abstract: Collocation needs to know the covariance matrix of the signal vector, which is usually evaluated by a chosen

covariance function and corresponding coefficient fitting. The covariance matrices of the observational noise and the

stochastic signals should be harmonic, the corresponding weight matrices of the observations and the signals should

correspond to the same variance scale. O therwise, the collocation results will be twist. The variance component esti2
mation to balance the stochastic models of the observations and signals of a collocation model is introduced. The maxi2
mum likelihood estimator, M INQUE estimator and Helmert estimator of variance components are derived for the collo2
cation. A p ractical examp le of error fitting and correcting for a scanning map is given. It is shown that the collocation

added by variance component estimation imp roves the accuracy of scanning map s.

Key words: collocation; variance component estimation; maximum likelihood estimation; M INQUE estimation;

Helmert estimation

摘　要 :拟合推估解算必须首先求得信号向量的方差协方差矩阵 ,该协方差矩阵一般通过选定的协方差函数 ,

并通过已测点数据进行拟合得到。显然观测噪声的先验方差协方差阵与拟合得到的随机信号的方差协方差矩

阵必须相互协调 ,即观测噪声向量和信号向量的权矩阵所对应的方差因子应该一致 ,否则将对固定效应和随机

效应参数的估计带来系统性的影响。应用方差分量估计来协调拟合推估模型中观测噪声和信号向量的随机模

型 ,并分别从极大似然估计、M INQUE估计、赫尔默特方差分量估计三方面构建了拟合推估模型的方差分量解 ,

最后利用新提出的理论与方法 ,对一幅实际的扫描地形图进行误差纠正 ,结果表明基于方差分量估计的拟合推

估法能够提高扫描地形图的精度。
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1　引　言

自大地测量界提出拟合推估 ( collocation)以

后 ,理论和应用均得到长足进展 ,尤其在重力场

的推估方面 [ 1 ]。在理论研究方面 ,有学者研究

了拟合推估与最小二乘平差的关系 [ 2 ]
,为抵制

观测异常对拟合推估解的影响 ,有人提出了抗

差拟合推估理论 [ 3, 4 ]。拟合推估模型与其他参

数估计模型不同 ,它不仅含有固定效应部分 ,而

且还有随机效应部分 [ 1 ]。其中固定效应部分一

般代表参数估计的确定性部分或倾向性部分 ,

在观测模型中有显式表达 ;而随机效应部分又

分为已测点随机参数 (信号 )和未测点随机参

数 ,未测点随机参数一般不能以显式参数表示 ,

其效应体现在已测点信号与未测点信号之间的

协方差矩阵之中。

通常进行拟合推估时人们往往重视确定性参

数估计部分 ,如采用最小二乘 (LS)估计原则或采

用抗差 M估计原则 [ 1, 3, 5, 6 ] ;但是对随机效应部分

则完全依赖验前给定的观测方差 2协方差矩阵和
所选择的协方差函数及其拟合确定的随机信号的

方差 2协方差矩阵。在随后的拟合推估解算时 ,随

机模型部分一般视为已知。

实际上 ,先验的观测方差协方差阵与拟合得
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到的随机信号的方差协方差矩阵不可能完全协

调 ,这将导致观测权阵和信号向量的权矩阵比例

不合理。从拟合推估计算表达式可明显看出 ,权

矩阵的偏差将直接影响固定效应参数和随机信号

参数的估值。而观测值与信号的方差协方差不协

调 ,可部分归结为方差因子的不一致 ,因此可采用

方差分量估计的方法重新调整随机信号向量与观

测向量的权比。

利用方差分量估计法调整多类观测信息的权

比有丰富的研究成果 [ 8～15 ] ,估计方法多种多样。

在测量界除应用方差分量估计的理论成果进行测

量数据处理外 [ 16～20 ]
,也对方差分量估计理论进行

了研究 [ 21, 23 ]。在进行方差分量解时 ,有时会出现

负方差现象 , Xu等讨论了方差分量的可估性问

题 ,并通过采用附加约束条件的方式有效地避免

了负方差现象 [ 23 ]。本文主要针对拟合推估模型

的方差分量估计进行讨论。分别采用极大似然估

计、M INQUE估计和赫尔默特方差分量估计 ,构建

拟合推估模型的方差分量估计解 ,并讨论其对拟

合推估解的影响。

2　拟合推估模型的两种解法

拟合推估的一般模型为 [ 1 ]

L
n×1

= A
n×m
　X
m ×1

+ B
n×k
　S
k×1

+ e
n×1

(1)

式中 , L为观测向量 , e为观测误差向量 ; AX为确

定性参数部分 ,其中 X为未知参数向量 , A为设

计矩阵 ; B S为随机效应部分 ,其中 S为随机信号 ,

B为系数矩阵。假设 S, e的期望和协方差矩阵分

别为

E (S ) = 0　　　E ( e) = 0

ΣS = E (SS
T ) , 　Σe = E ( ee

T ) , 　Σse = 0

则由式 (1)知观测向量 L的协方差矩阵为

ΣL =BΣS B
T

+Σe (2)

假设方差因子初值为 1,则 PL =Σ- 1
L , PS =

Σ- 1
S , Pe =Σ- 1

e ,在最小二乘准则下可解得固定效

应的参数向量和随机效应的信号向量解为 [ 1 ]

X̂ = (A
T

PL A ) - 1
A

T
PL L (3)

Ŝ =ΣS B
T

PL (L - AX̂ )　 (4)

Ŝ′=ΣS′SΣ
- 1

S Ŝ　　　　 (5)

式中 , Ŝ′表示未测点信号。

　另一种解式是 [ 2 ]

X̂

Ŝ
=

A
T

Pe A A
T

Pe B

B
T

Pe A B
T

Pe B + PS

- 1
A

T
Pe L

B
T

Pe L
(6)

式 (6)与式 ( 3 )、式 ( 4 )严格等价。因为从式 ( 6 )

中的第二个方程可解得

Ŝ = (B
T

Pe B + PS ) - 1 (B
T

Pe L - B
T

Pe AX̂) (7)

将式 (7)代入式 (6)中的第一个方程解得

A
T

[ Pe - Pe B (B
T

Pe B + PS ) - 1
B

T
Pe ]AX̂ =

A
T

[ Pe - Pe B (B
T

Pe B + PS ) - 1
B

T
Pe ]L (8)

记

W = Pe - Pe B (B
T

Pe B + PS ) - 1
B

T
Pe (9)

则有

A
T
WAX̂ =A

T
WL (10)

易证 WΣL = I,即 W =Σ- 1
L 。于是式 (6)表示的固定

参数解向量与式 (3)完全相同。同理可以证明由

式 (6)表示的随机信号解与式 (4)表示的解等价。

3　拟合推估方差分量估计解

3. 1　观测与信号方差分量的极大似然估计

先假设观测向量 L服从正态分布 ,即

L～N (AX,ΣL ) (11)

其中 ,ΣL中含有方差分量σ
2
0S和σ

2
0e ,即

ΣL =BQ S B
Tσ2

0S +Q eσ
2
0e (12)

其中 , Q S , Q e分别为 S和 e的协因数阵。未知参

数向量 X和σ2
0S、σ

2
0e的似然函数为

l ( x,σ2
0S ,σ2

0e |L ) = (2π) -
n
2 ΣL

-
1
2

exp -
1
2

(L - AX) TΣ- 1
L (L - AX) (13)

取对数 ,并略去常数项得到

l ( x,σ2
0S ,σ2

0e |L ) = - ln ΣL - (L - AX) TΣ- 1
L ·

(L - AX) = - lnΣL - tr[Σ- 1
L (L - AX) (L - AX) T

]

(14)

将式 (14)分别对σ2
0S和σ

2
0e求导数 ,并顾及式 ( 12)

得 [ 2, 15, 20 ]

5l

5σ0S
2 = - tr (BQS B

TΣ- 1
L ) +

tr[Σ- 1
L BQS B

TΣ- 1
L (L - AX) (L - AX) T

]

　 (15)

5l

5σ2
0e

= - tr (Q eΣ
- 1

L ) +

tr[Σ- 1
L Q eΣ

- 1
L (L - AX) (L - AX) T

] (16)

令上两式等于零 ,并顾及Σ- 1
L = PL得

tr[ PL BQ S B
T

PL (L - AX) (L - AX) T
] =

tr (BQS B
T

PL ) (17)

tr[ PL Q e PL (L - AX) (L - AX) T
] = tr (Q e PL )

(18)
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式 (17)右端可表示成

tr (BQ S B
T

PL ) = tr (BQS B
T

PLΣL PL ) =

tr[BQS B
T

PL (BQ S B
Tσ2

0S +Q eσ
2
0e ) PL ] =

tr(BQS B
T

PL BQS B
T

PL )σ2
0S + tr (BQS B

T
PL Q e PL )σ2

0e

(19)

同理 ,式 (18)右端可表示成

tr (Q e PL ) = tr (Q e PL BQS B
T

PL )σ2
0S +

　　 tr (Q e PL Q e PL )σ2
0e (20)

整理 (19)和 (20) ,并将 L - AX表示成 V得

tr (BQ S B
T

PL BQS B
T

PL ) tr (BQ S B
T

PL Q e PL )

tr (BQS B
T

PL Q e PL ) tr (Q e PL Q e PL )
·

σ̂2
0S

σ̂2
0e

=
V

T
PL BQ S B

T
PL V

V
T

PL Q e PL V
(21)

若 B = I,并记

σ̂2 =
σ̂2

0S

σ̂2
0e

(22)

则有

σ̂2 =
σ̂2

0S

σ̂2
0e

=
tr(QS PL QS PL ) tr(QS PL Q e PL )

tr(QS PL Q e PL ) tr(Q e PL Q e PL )

- 1

V
T

PL Q S PL V

V
T

PL Q e PL V
(23)

3. 2　观测与信号向量的方差分量 M INQUE

估计

由文献 [ 9, 21 ]知 ,方差分量的 M INQUE估计

表达式为

Gσ̂2
= q (24)

其中

G =
tr (HBQ S B

T
HBQ S B

T ) tr (HBQS B
T
HQ e )

tr (HBQ S B
T

HQ e ) tr (HQ e HQ e )

(25)

q =
V

T
HBQS B

T
HV

V
T
HQ e HV

(26)

H = PL - PL A (A
T

PL A ) - 1
A

T
PL (27)

如此可得观测与信号的方差分量 M INQUE估计为

σ̂2
= G

- 1
q (28)

若 B = I,则有

G =
tr (HQS HQ S ) tr (HQ S HQ e )

tr (HQS HQ e ) tr (HQ e HQ e )
(29)

q =
V

T
HQ S HV

V
T
HQ e HV

(30)

3. 3　观测与信号的 Helm ert方差分量估计

观测方程 (1)等价于

L =AX +B S + e D e =σ2
0e P

- 1
e

L s = S　　　　 DL s
=σ2

0s P
- 1

S

(31)

这里将 S同时视为观测向量和参数向量。由文

献 [ 21, 22 ]知 ,σ2
0e和σ0S

2的估计量可分别按下式

进行计算 [ 21 ]

n - 2 tr (N
- 1

N e ) + tr (N
- 1

N e ) 2
tr (N

- 1
N e N

- 1
NS )

tr (N
- 1

N e N
- 1

N S ) k - 2 tr (N
- 1

N S ) + tr (N
- 1

N S ) 2

σ̂0e
2

σ̂0S
2

=
V

T
Pe V

Ŝ
T

PS Ŝ
(32)

式中

V =AX̂ +B Ŝ - L (33)

N =
A

T
Pe A A

T
Pe B

B
T

Pe A B
T

Pe B + PS

(34)

N e =
A

T
Pe A A

T
Pe B

B
T

Pe A B
T

Pe B
(35)

N S =
0 0

0 PS

(36)

若 B = I,则

N =
A

T
Pe A A

T
Pe

Pe A Pe + PS

(37)

N e =
A

T
Pe A A

T
Pe

Pe A Pe

(38)

可以证明 ,当两类观测值相互独立时 , M IN2
QUE估计与 Helmert方差分量估计等价 [ 21 ]。

4　拟合推估迭代解

由初始 P
0
S =Σ- 1

S , P
0
e =Σ- 1

e ,求得 X̂
0和 Ŝ

0后 ,

利用方差分量估计求解σ̂2
0S和σ̂

2
0e ,如此新的信号

向量和观测向量的权矩阵为

P
( 1)
S = P

0
S /σ̂2

0S (39)

P
( 1)
e = P

0
e /σ̂2

0e (40)

将新的 PS 和 Pe 代入式 ( 7 )求解固定效应参数

X̂
( 1)和随机信号向量 Ŝ

( 1)
,由 X̂

( 1)和 Ŝ
( 1)求得残差

向量 ,重新估计方差分量。因为已经假设 PS =

Σ- 1
S , Pe =Σ- 1

e ,即隐含假设σ2
0S =σ2

0e = 1,于是 ,解

算时终止迭代条件设定为 σ̂2
0S =σ̂2

0e = 1。考虑到
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计算中存在误差 ,因此只要在允许的误差范围内 ,

满足σ̂2
0S≈σ̂

2
0e≈ 1即可。实际计算时取迭代终止

条件为 |σ̂2
0s - 1 |≤0. 000 1, |σ̂2

0e - 1 |≤0. 000 1。

其一步迭代解的表达式为

X̂

Ŝ
=

A
T

Pe A A
T

Pe B

B
T

Pe A B
T

Pe B +
σ̂2

0e

σ̂2
0S

PS

- 1

A
T

Pe L

B
T

Pe L

(41)

对于未测点信号 S′,其估值为

Ŝ′=珟ΣS′S珟Σ
- 1

S Ŝ (42)

式中

珟ΣS =
σ̂2

0S

σ̂2
0e

ΣS (43)

珟ΣS′S =
σ̂2

0S

σ̂2
0e

ΣS′S (44)

因此

Ŝ′=ΣS′SΣ
- 1

S Ŝ (45)

于是基于方差分量估计的拟合推估解中 ,未

测点信号的解式与正常拟合推估一致 ,但由于 Ŝ

的变化 ,将影响未测点信号 Ŝ′解的数值的变化。

5　算例与分析

按上述的原理对一幅 1∶50 000的扫描地形

图进行图幅纠偏 ,共采集了 390个格网点作为纠

偏点 ,选择其中均匀分布在整个图幅的 366个点

作为已测信号点 ,另外 24个点作为检核点 (未测

信号点 )分别求解正常拟合推估解 (NMCO)、基于

方差分量极大似然估计的拟合推估解 (MLE) 、

基于方差分量 M INQUE估计的拟合推估解 (M IN2
QUE)和基于 Helmert方差分量估计的拟合推估

解 (Helmert)。信号协方差矩阵由高斯函数拟合

求得 [ 7 ]。表 1为 4种方案下的已测点与外部检核

点的均方根误差 ,图 1表示的是它们的残差分布曲

线 ,其中由于 M INQUE估计和 Helmert方差分量估

计对应的拟合推估解等价 ,于是只给出其中一种方

法的图形。图 2为 X分量残差统计分布图 ,受篇幅

限制 , Y分量残差统计分布图不再绘出。

表 1　各方案精度比较

Tab. 1　Com par ison of RM S /m

方　案 RMS(已测点 ) RMS(检核点 )

NMCO
X 2. 554 9 4. 070 1

Y 2. 698 3. 640 5

MLE
X 1. 346 7 3. 737 8

Y 1. 719 9 3. 384 2

M INQUE
X 1. 233 7 3. 719 3

Y 1. 627 2 3. 375 0

Helmert
X 1. 233 7 3. 719 3

Y 1. 627 2 3. 375 0

分析计算结果可以看出 :

1. 基于方差分量的拟合推估法整体上均优

于正常拟合推估 ,残差分布曲线更为集中 ,残差统

计分布图更为陡峭 ,内部符合精度和外部检核精

度都有不同程度的提高 ,表明应用方差分量估计

能较好地调节随机误差与信号之间的权比 ,从而

使得残差的分配更为合理。

图 1　残差分布曲线图

Fig. 1　Residuals corresponding to the 4 schemes
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图 2　X分量残差统计分布图

Fig. 2　Residual distribution of the 4 schemes for X component

　　2. 极大似然估计、M INQUE估计和 Helmert

估计结果相差不大 ,尤其是 M INQUE估计和

Helmert估计 ,结果完全一致 ,与理论相符 ,这表明

不同的方差分量估计法基本等价 ,为计算方便 ,建

议采用 M INQUE估计。

3. 基于方差分量估计的拟合解 (已测点解 )

的精度改善幅度明显大于推估解 (未测点信号

解 )的精度改善 ,这是因为推估信号 Ŝ′只与已测

点信号 Ŝ有关 ,而方差分量比因子在 Ŝ′与 Ŝ的解

式中不起作用 ,即 Ŝ′与 Ŝ的关系仍由协方差函数

惟一确定 , Ŝ′的改善只能通过 Ŝ的精度改善得到

体现 ,表 1的数值结果也说明了这一点。

4. 在本算例中 , X分量的精度改善要明显优

于 Y分量 ,这可能与原始数据有关 ,因为本次选

用的地形图在 X方向的变形要比 Y方向明显。

6　结　论

拟合推估的信号估计精度取决于验前协方差

函数的选择和协方差函数的拟合精度。若观测值

的先验方差协方差阵与由协方差函数拟合得到的

信号的方差协方差阵之间不协调 ,必然会影响固

定效应与随机效应参数的求解。应用方差分量估

计可以较好地调节两者之间的权比 ,从而削弱观

测值与随机信号的方差协方差之间不协调带来的

影响。

方差分量估计方法很多。一般情况下 ,只要

通过迭代计算 ,几种方差估计求得的结果基本一

致 ,均能较合理地调整观测量与随机信号之间的

权比 ,从而提高拟合推估的精度。必须指出 ,方差

分量估计只能从整体上调整观测方差协方差与信

号方差协方差之间的关系 ,不能调整随机信号之

间的互相关关系。随机信号之间的互相关关系由

选择的协方差函数和相应的协方差函数拟合数据

确定 ,于是协方差函数的选择及其拟合也十分重

要 ,这已超出本文的研究范围 ,暂不讨论。
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