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Abstract :Qualitative representation and reasoning of positional relationships are recognized as one of the promising the2
oretical themes in three2dimensional (3D) GISs which are related to urban information management , planning and serv2
ices as well as mining engineering fields. The focus of the studies deals with the methodologies on the descriptions of

spatial objects and the determinations of their geo2referenced relationships. In this paper , a geometrical projection2based

system was applied to divide a 3D space into sub2divisions. Analytical geometry was used as mathematical tool to quali2
tatively represent both distance and direction relationships ,which were then integrated to develop a conceptual frame2
work to depict positional relationships. A generalized equation for qualitative reasoning of positional relations was de2
rived as the result from the integrated reasoning. Empirical examples were provided to show the qualitative reasoning

process and results of positional relationships for some classical cases.

Key words :three dimension space ;positional relationships ;qualitative distance ;direction relationship s ;qualitative

reasoning

摘　要 :3维空间中位置关系的定性描述和推理是当前城市和矿山 GIS界的重要理论课题之一 ,主要涉及如何

用定性距离和方向关系来综合描述目标对象及相对于其参照物的空间位置关系的方法。本文基于投影系统划

分空间方向区域 ,利用解析几何工具表达距离关系和方向关系 ,建立组合距离和方向关系来描述位置关系的概

念框架 ,导出位置关系组合推理的一般表达式 ,并通过例子说明一些典型的位置关系定性推理过程和结果。
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1　引　言

空间关系的描述和推理是当前测绘学、地理

学、计算机学和认知科学等学科中共同关心的问

题。空间关系通常包括距离关系、方向关系和拓

扑关系 ,在本质上分别表达了空间数据间具有不

同层次性的一种约束[1 ,2 ]。其中 ,距离关系对空

间数据的约束最强 ,方向关系次之 ,而拓扑关系最

弱[3 ]。以往对空间关系的描述和推理方面的研究

多是针对单一空间关系类型开展的。近来倾向于

综合考虑距离、方向和拓扑关系 ,建立集成化模

型 ,用于保障空间关系描述的惟一性和提高空间

关系推理的准确性[4 ]。

与拓扑关系集成相关的研究已有较多[ 5 ,6 ] ,

而对距离和方向关系间集成的研究还相对较少。

距离关系和方向关系分别表达了位置关系的不同

侧面。距离关系可用距离区间描述一个物体相对

于另一个物体的远近关系 ,而定性距离是描述距

离区间的自然语言。在定义距离区间时 ,相邻区

间的长度之比必须是一个常数 ,以便当以同样的

比例放大或缩小距离区间时 ,由定性距离所合成

的结果具有稳健性[7 ]。与之不同 ,方向关系描述

一个物体相对于另一个物体的方位关系 ,由目标

物、参照物和固定参考点惟一确定[8 ]。在 2 维空



间中 ,原子方向可以简单地用度数 (0°,45°,⋯)表

示 ,也可用具有一定方向区域的定性值或符号表

示。这种方向区域可由投影系统或锥形系统获

得[9 ]。一般认为 ,综合距离和方向关系能更好地

表达位置关系[10 ]。当距离关系或方向关系为定

性关系时 ,位置关系也是定性的。用定性距离和

方向关系综合描述某一空间对象相对于其参照物

的空间位置关系的方法 ,称为位置关系的定性描

述 ;而由空间对象 A 与 B 的定性位置关系和 B 与

C的定性位置关系来确定 A 与 C 的定性位置关

系称为位置关系的定性推理[ 11 ]。

目前对位置关系的研究主要集中于 2维空间

中位置关系的定性描述和推理 ,采用的方法为基

于锥形系统的空间划分方法[12 ,13 ]和集成关系方

法[14 ]。随着城市和矿山 GIS的发展 ,3 维空间中

位置关系的定性描述和推理已成为必须解决的问

题。本文根据基于投影的空间划分方法 ,利用解

析几何工具将 2维空间中的相关研究结果推广到

3维空间中。

2　位置关系定性描述

2. 1　距离关系

在地理空间中 ,设目标对象 B 与参照物 A 间

的直线距离为 d ( A , B ) 。将距离划分为区间 :

( a0 , a1 ] , ( a1 , a2 ] , ( a2 , a3 ] , ( a3 , a4 ] , ( a4 , a5 ] , ⋯,

其中 ai ≤ai + 1。定义描述距离区间 ( ai , ai + 1 ]的自

然语言 qi 为定性距离 q i ,则上述距离区间所对应

的自然语言分别为“很近”( q0 ) 、“近”( q1 ) 、“中间”

( q2 ) 、“远”( q3 )和“很远”( q4 )等。若采用上述 5

个定性距离来描述目标对象与参照物间的远近关

系 ,取相邻定性距离区间的距离范围 ( ai + 1 - ai )之

比为常数 k ,则这 5 个区间将参照物所在的 3 维

空间划分为 5个部分 :q0 , q1 , q2 , q3 , q4。

定性距离满足 3个约束条件[15 ] :①距离范围

单调递增 ; ②后面的距离范围大于前面所有距离

范围之和 ; ③吸收率。其中吸收律的含义为 :如果
δi µδj ,则δi ±δj≈δi (δi = ai + 1 - ai ,δj = aj + 1 - aj )。

将二元逻辑关系“µ”的定义为 : 对于任意给定的

正数ε,如果满足
δj

δi
≤ε,则有δi µδj。这里 ,注意

两点 :①二元逻辑关系“µ”的含义需要根据具体

情况理解。如果令ε= 0 . 1 ,则只要
δj

δi
≤0 . 1 ,就有

δi ±δj≈δi ;如果ε= 0 . 01 ,则只要
δj

δi
≤0 . 01 ,就有

δi ±δj≈δi。②相邻的定性距离所对应的距离范

围之比 k =
δi + 1

δi
是常数。因此 ,当 k≥10 时 ,如果

ε= 0 . 1 ,则对任意的 i , j ∈{ 0 , 1 , 2 , ⋯} ( i ≠j ) ,有

δi ±δj≈δi ;如果ε= 0 . 01 ,则只要| i - j | ≥2 ,就有

δi ±δj≈δi。

2. 2　方向关系

方向关系采用投影法划分参照物 A 所在的

空间 ,空间划分平面为

πXmax : xmax = max{ x A | ( xA , yA , zA ) ∈A} ,

πXmin : xmin = min{ xA | ( xA , yA , z A ) ∈A}

πYmax : ymax = max{ yA | ( x A , yA , z A ) ∈A} ,

πYmin : ymin = min{ yA | ( x A , yA , z A ) ∈A}

πZmax : zmax = max{ z A | ( xA , yA , zA ) ∈A} ,

πZmin : zmin = min{ z A | ( xA , yA , zA ) ∈A}

其中 ,平面πZmax和πZmin将参照物所在的空间划分

为上部 ( u p) 、中间 ( betw een)和下部 ( dow n) ,其范

围由集合表示为

u p = { ( x , y , z) | z > zmax }

betw een = { ( x , y , z) | zmin ≤z≤zmax }

dow n = { ( x , y , z) | z < zmax }

平面πXmax ,πXmin ,πYmax和πYmin将参照物所在的空间

划分为 9个区域 ,其范围由集合表示为

N = x , y , z | xmin ≤x≤xmax , y > ymax

N E = x , y , z | x > xmax , y > ymax

E = x , y , z | x > xmax , ymin ≤y≤ymax

S E = x , y , z | x > xmax , y < ymin

S = x , y , z | xmin ≤x≤xmax , y < ymin

S W = x , y , z | x < xmin , y < ymin

W = x , y , z | x < xmin , ymin ≤y≤ymax

N W = x , y , z | x < xmin , y > ymax

same = x , y , z | xmin ≤x≤xmax , ymin ≤y≤ymax

　　因此 ,这 6个平面将参照物所在的空间划分

为 27个方向区域 Oi , j ,其中 , i∈{ N , N E , E , S E ,

S , S W , W , N W , same} , j ∈{ u p , betw een , dow n}。

当参照物 A 为点时 ,有πXmax =πXmin ,πYmax =πYmin ,

πZmax =πZmin。

2. 3　距离关系与方向关系组合描述

本文以点状物体为参照物 ,用 5 个定性距离

q0 , q1 , q2 , q3 , q4 分别描述目标对象与参照物之间

距离的远近关系 :“很近”、“近”、“中间”、“远”

和“很远”。用投影法描述 3维空间中目标对象与

参照物间的方向关系 ,则用定性距离和方向关系
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划分后的 3维空间如图 1所示。在组合定性距离

和方向关系描述物体的位置时 ,采用定性距离在

前、方向关系在后的方法 ,即 dAB di r ( A , B ) 。其

中 , dAB为目标对象 B 与参照物 A 间的定性距离 ,

di r( A , B)为 B 相对于 A 的方向关系。

图 1　由定性距离和方向关系划分的 3维空间

Fig. 1　3D space divided by qualitative distances and di2
rection relations

3　定性推理

根据 A 与 B 间的位置关系 ,以及 B 与 C 间

的位置关系 ,推导 A 与 C 间的位置关系 ,可用公

式描述为

dAB di r ( A , B) ∧dBC di r ( B , C) →dAC di r ( A , C)

(1)

　　直接利用定性距离和方向关系描述位置关系

是在球面坐标系下的 ,而本文的有关描述和推理

都是建立在笛卡尔坐标系中 ,因此球面坐标应转

换到笛卡尔坐标 ,即

x = r sinβcosθ,

y = r sinβsinθ,

z = rcosβ,

　

0≤r < + ∞

0≤β≤π

0≤θ≤2π

(2)

r = constant 时为以原点为球心的球面 ,β= con2
stant 时为以原点为顶点、Z轴为中心轴的圆锥

面 ,θ= constant 时为过 Z轴的半平面[16 ]。

在 3 维空间中 ,球面坐标系下的方向区域

Ok , l , k ∈
π
2

, 0 ,
π
2

, 0 ,
3π
2

,2π ,
3π
2

, π,
3π
2

,

π,
π
2

,π , l ∈ 0 ,
π
2

,
π
2

,
π
2

,π 转换为笛

卡尔坐标系下的方向区域 Ok , l ( k ∈{ N , N E , E ,

S E , S , S W , W , N W , same} , l ∈{ u p , betw een ,

dow n} ) 。设 B 相对于 A 的位置关系为 q i O k , l ,

qiO k , l在球面坐标系下的区间范围为

qiO k , l = { ( xB , yB , zB ) ∈Ok , l | ai ≤rAB ≤ai + 1 }

k∈
π
2

, 0 ,
π
2

,0 ,
3π
2

,2π ,
3π
2

,π,
3π
2

,π,
π
2

,π ,

l∈ 0 ,
π
2

,
π
2

,
π
2

,π (3)

　　qiO k , l在笛卡尔坐标系下的区间范围为

qiO k , l = ( xB , yB , zB ) ∈Ok , j | ai ≤

( x A - xB ) 2 + ( yA - yB ) 2 + ( zA - zB ) 2 ≤ai + 1

k∈{ N , N E , E , S E , S , S W , W , N W , same} ,

l∈{ u p , betw een , dow n} (4)

　　设点状物体 A , B , C的坐标分别为 A ( xA ,

yA , zA ) , B ( xB , yB , zB ) , C( x C , y C , z C) ,且 d ( A , B)

∈( ai , ai + 1 ] , d ( B , C) ∈( aj , aj + 1 ]。当 B 和参照

物 A 的距离 d ( A , B) ≤ai + 1时 , B 的坐标范围为

( xB , yB , zB ) |

xB - xA = d ( A , B) sinβA cosθA

yB - yA = d ( A , B) sinβA sinθA

zB - z A = d ( A , B) cosβA

　

d ( A , B) ≤ai + 1

βA ∈[0 ,π]

θA ∈[0 ,2π)

(5)

根据式 (5) ,当 B 和 A 间的定性距离为 q i 时 ,即

当 B 和参照物 A 的距离 d ( A , B) ∈( ai , ai + 1 ]时 ,

B 的坐标范围为

( xB , yB , zB ) |

xB - x A = d ( A , B) sinβA cosθA

yB - yA = d ( A , B) sinβA sinθA

zB - zA = d ( A , B) cosβA

　

d ( A , B) ∈( ai , ai + 1 ]

βA ∈[0 ,π]

θA ∈[0 ,2π)

(6)

同理 ,当 C和 B 间的定性距离为 q j 时 ,即当 C和

参照物 B 的距离 d ( B , C) ∈( aj , aj + 1 ]时 , C的坐

标范围为

( x C , y C , z C) |

x C - xB = d ( B , C) sinβB cosθB

y C - yB = d ( B , C) sinβB sinθB

z C - zB = d ( B , C) cosβB

　

d ( B , C) ∈( aj , aj + 1 ]

βB ∈[0 ,π]

θB ∈[0 ,2π)

(7)
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由式 (6) 、(7)得 ,当 d ( A , B) ∈( ai , ai + 1 ] ,且 d ( B , C) ∈( aj , aj + 1 ]时 , C的坐标范围为

( x C , yC , z C) |

x C - xA = d ( A , B) sinβA cosθA + d ( B , C) sinβB cosθB

y C - yA = d ( A , B) sinβA sinθA + d ( B , C) sinβB sinθB

z C - z A = d ( A , B) cosβA + d ( B , C) cosβB

　βA ,βB ∈[0 ,π]

θA ,θB ∈[0 ,2π)

(8)

令 x AC = x C - xA , yAC = y C - yA , zAC = z C - zA ,式 (8)可改写为

( xAC , yAC , z AC ) |

xAC = d ( A , B) sinβA cosθA + d ( B , C) sinβB cosθB

yAC = d ( A , B) sinβA sinθA + d ( B , C) sinβB sinθB

zAC = d ( A , B) cosβA + d ( B , C) cosβB

　βA ,βB ∈[0 ,π]

θA ,θB ∈[0 ,2π)

(9)

式 (9)就是根据 B 相对于 A 的位置关系和 C相对

于 B 的位置关系求得的 C相对于 A 的位置关系

的表达式。

4　推理分析

3维空间中目标对象与其参照物间的位置关

系共有 5×27 = 135 ,位置关系定性推理共有 135×

135 = 18 225 组合推理 ,这已远超出了人们的认

知分辨率。本文以 di r( A , B) = ON E , l , l∈{ u p , be2

tw een , dow n} 为例将推理划分为 4 种类型 :

qiO N E , l1 ∧qj O S E , l2 , qi O N E , l1 ∧qj O SW , l2 , qi O N E , l1 ∧

qj O N , l2 , qiO N E , l1 ∧qj O S , l2
( l1 , l2 ∈{ u p , betw een ,

dow n} )的推理。以距离区间比 k = 5研究第一种

推理的部分内容 qiO N E , l1 ∧qj O S E , l2
( l1 , l2 ∈{ u p ,

dow n} ) ,并通过分析得出定性推理规律。根据式

(9)和吸收律对 qiO N E , up ∧qj O S E , up进行推理 ,结果

列于表 1。在根据吸收律研究推理时 ,假设当

| i - j| ≥2时 ,满足δi µδj 或δj µδi。

表 1　qiONE, up ∧qj OSE, up的推理结果

Tab. 1　Reasoning results of qiONE, up ∧qj OSE, up

q0 OS E , up q1 OS E , up q2 OS E , up q3 OS E , up q4 OS E , up

q0 ON E , up
q0/ q1

N EUS EU

q0/ q1/ q2

N EUS EU
q2 OS E , up q3 OS E , up q4 OS E , up

q1 ON E , up
q0/ q1/ q2

N EUS EU

q0/ q1/ q2

N EUS EU

q0/ q1/ q2/ q3

N EUS EU
q3 OS E , up q4 OS E , up

q2 ON E , up q2 ON E , up

q0 ON E , up

q1/ q2/ q3

N EUS EU

q0/ q1/ q2/ q3

N EUS EU

q0 OS E , up

q1/ q2/ q3/ q4

N EUS EU

q4 OS E , up

q3 ON E , up q3 ON E , up q3 ON E , up

q0/ q1 ON E , up

q2/ q3/ q4

N EUS EU

q0/ q1/ q2/ q3/

q4 N EUS EU

q0/ q1 OS E , up

q2/ q3/ q4

N EUS EU

q4 ON E , up q4 ON E , up q4 ON E , up q4 ON E , up
q0/ q1/ q2 ON E , up

q3/ q4 N EUS EU

q0/ q1/ q2/ q3

/ q4 N EUS EU

注 : N EUS EU = ( ON E , up , O E, up , OS E , up ) 。

　　由表 1可见 , qiO N E , up ∧qj O S E , up的推理结果为

dAC di r ( A , C) =

q0 / q1 / ⋯/ qi - 2 ON E , up ∨qi - 1 / qi / qi + 1 { ON E , up , OE, up , OS E , up }

q0 / q1 / ⋯/ qi / qi + 1 { ON E , up , OE, up , OS E , up }

q0 / q1 / ⋯/ qi - 2 OS E , up ∨qi - 1 / qi / qi + 1 { ON E , up , OE, up , OS E , up }

qi O N E , up

qj O S E , up

　

i = j + 1

i = j

i = j - 1

i - j≥2

j - i≥2

　　根据对称性可得 qiO N E , up ∧qj O N W , up的推理结果为

dAC di r ( A , C) =

q0 / q1 / ⋯/ qi - 2 ON E , up ∨qi - 1 / qi / qi + 1 { ONW , up , ON , up , ON E , up }

q0 / q1 / ⋯/ qi / qi + 1 { ON W , up , ON , up , ON E , up }

q0 / q1 / ⋯/ qi - 2 ONW , up ∨qi - 1 / qi / qi + 1 { ON W , up , ON , up , ON E , up }

qiO N E , up

qj O N W , up

　

i > j

i = j

i < j

i - j ≥2

j - i≥2
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　　同理可得 qiO N E , l ∧qj O N W , l , qiO S E , l ∧qj O N E , l ,

qiO S E , l ∧qj O SW , l , ⋯⋯, ( l ∈{ u p , dow n} ) 推理结

果。另外 ,图 2绘出了用 MATLAB 模拟 q1 ON E , up ∧

q;OSE , up (| 1 - j| ≤1 ( | 1 - j| ≤1)的推理结果。

图 2　q1 ON E , up ∧qj O S E , up , | 1 - j| ≤1的推理结果

Fig. 2　Reasoning result s of q1 ON E , up ∧qj O S E , up ( | 1 - j| ≤1)

　　根据式 (9)对 qi O N E , up ∧qj O S E , dow n进行推理 ,结果列于表 2中。

表 2　qiONE, up ∧qj OSE, down的推理结果

Tab. 2　Reasoning results of qiONE, up ∧qj OSE, down

q0 OS E , dow n q1 OS E , dow n q2 OS E , dow n q3 OS E , dow n q4 OS E , dow n

q0 ON E , up

q0/ q1

N EUS ED

q0/ q1/ q2

N EUS ED
q2 OS E , dow n q3 OS E , dow n q4 OS E , dow n

q1 ON E , up

q0/ q1/ q2

N EUS ED

q0/ q1/ q2

N EUS ED

q0/ q1/ q2/ q3

N EUS ED
q3 OS E , dow n q4 OS E , dow n

q2 ON E , up q2 ON E , up

q0/ q1/ q2/ q3

N EUS ED

q0/ q1/ q2/ q3

N EUS ED

q0/ q1/ q2/ q3/

q4 N EUS ED
q4 OS E , dow n

q3 ON E , up q3 ON E , up q3 ON E , up

q0/ q1/ q2/ q3/

q4 N EUS ED

q0/ q1/ q2/ q3/

q4 N EUS ED

q0/ q1/ q2/ q3/

q4 N EUS ED

q4 ON E , up q4 ON E , up q4 ON E , up q4 ON E , up

q0/ q1/ q2/ q3/

q4 N EUS ED

q0/ q1/ q2/ q3/

q4 N EUS ED

注 : N EUS ED = ( ON E , l , O E, l , OS E , l) , l∈{ up , between , dow n}。

　　根据表 2 ,可得 qiO N E , up ∧qj O S E , dow n的推理结果为

dAC di r ( A , C) =

q0 / q1 / ⋯/ qmax{ i , j} + 1 { ON E , l , OE, l , OS E , l }

qiO N E , up

qj O S E , dow n

　

| i - j| ≤1

i - j≥2

j - i≥2

, l∈{ u p , betw een , dow n}

　　根据对称性可得 qiO N E , dow n ∧qj O S E , up的推理结果为

dAC di r ( A , C) =

q0 / q1 / ⋯/ qmax{ i , j} + 1 { ON E , l , OE, l , OS E , l }

qiO N E , dow n

qj O S E , up

　

| i - j| ≤1

i - j≥2

j - i≥2

, l∈{ u p , betw een , dow n}

　　同理可得 qiO N E , up ∧qj O N W , dow n , qiO S E , up ∧

qj O SW , dow n , qiO S E , up ∧qj O SW , dow n , ⋯⋯的推理结果。

图 3是模拟 q1 ON E , up ∧qj O S E , dow n ( | 1 - j | ≤1)的

结果。

5　结束语

由定性距离和方向关系可以描述的定性位置

关系个数为定性距离个数和方向区域个数的乘

积。由于方向区域和定性距离均具有排他性和完
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备性 ,因此由定性距离和方向关系建立的位置关

系也具有完备性和排他性。根据目标对象 B 与

参照物 A 的位置关系 ,以及目标对象 C与参照物

B 的位置关系 ,推导出的 C与参照物 A 的位置关

系公式不仅可以描述目标对象相对于静态参照物

的位置关系 ,还可以描述目标对象相对于动态参

照物的位置关系。本文根据位置关系公式研究了

位置关系定性推理 ,用 MA TL AB 语言模拟了典

型位置关系定性推理 ,并根据位置关系组合推理

表 ,研究位置关系定性推理的规律。

图 3　q1 ON E , up ∧qj O S E , dow n ( | 1 - j| ≤1)的推理结果

Fig. 3　Reasoning result s of q1 ON E , up ∧qj O S E , dow n ( | 1 - j| ≤1)
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