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Abstract :Based on the modeling theory of the equivalent probability density error model (marked as“Tepdem”) and

the numerical algorithm , this paper provides an approach on how to ascertain a point location with the highest coor2
dinates precision between both of the adjacent characteristic points on a generic curve accurately by use of the theory

of function extremum as well as the iterative algorithm , and it also provides the method on how to obtain the least

width of“Tepdem”exactly , from which , the explanation of geometrical characteristic on“Tepdem”has been

brought forward theoretically. Accordingly , the positional uncertainty theory for vector GIS will be more consum2
mate. Test validates the correctness on theoretical deduction by case study and visualization analysis.
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摘　要 :基于等概率密度误差模型建模原理和数值算法 ,运用函数极值理论和迭代方法来求解平面一般曲线上两

相邻特征点间位置精度最高的点 ,以精确确定误差模型的最小带宽 ,从理论上给出等概率密度误差模型的几何特

征 ,从而进一步完善矢量 GIS的位置不确定性理论。通过实例计算与可视化分析 ,验证了理论推导的正确性。
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　　汤仲安[1 ,2 ]定义了“等概率密度误差模型”

( The Equivalent Probability Density Error Model ,

记为“Tepdem”) 、“形状因子”( Shape factor) 、“尺

度因子”(Scale factor)等概念 ,提出了矢量 GIS线

状实体位置不确定性误差模型的建模原理 ;汤仲

安[3 ]研究了矢量 GIS中平面一般曲线误差模型

包络线 ;汤仲安、朱建军[4 ]基于矢量 GIS平面线

状实体的法平面提出了误差模型的概率算法。基

于上述研究成果汤仲安、朱建军等[5 ]研究了矢量

GIS平面随机线元误差模型的几何特征。

本文拟研究平面一般曲线“Tepdem”的几何特

征 ,精确确定各分段曲线上坐标精度最高点的位

置 ,以期提供曲线“Tepdem”几何特征的理论解释。

因为平面规则曲线 (如圆曲线、缓和曲线等)可以采

用解析函数来表达 ,无需拟合过程 ,因而可以看作

平面不规则曲线误差模型几何特征研究的特例。

1　相关概念及其公式推导

给定 n + 1 个特征点 P ( x j , y j ) , j = 0 , 1 , 2 ,

⋯, n ,设其对应的方差2协方差矩阵为
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虽然不规则曲线拟合方法众多 ,但是三次样

条插值方法 (Spline Method)平滑性最好[6 ]。由于



很多情况下三次样条插值方法的插值效果最好 ,

为便于原理描述 ,本文选用三次样条插值函数确

定各相邻特征点间拟合曲线分段函数解析式 y =

S i ( x ) , ( i = 1 , 2 , ⋯, n) 。根据易大义等[7 ] ,对于

任意的 i ∈N , i ≤n ,相邻特征点 ( x i - 1 , y i - 1 ) ,

( x i , y i)之间的三次样条插值函数为

S i ( x ) = M i - 1
( x i - x) 3

6 hi
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6 hi
+
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其中 , x ∈[ x i - 1 , x i ] ; i = 1 , 2 , ⋯, n , hi = x i -

x i - 1。拟合曲线的图形如图 1所示。

图 1　不规则曲线特征点、拟合曲线及其分段区

间示意图

Fig. 1　Feature points and its corresponding anoma2
lous fitting curve

为了讨论的方便 ,此处选择自然边界条件 ,

即 : M 0 = S″( x 0) = S″( x n) = M n = 0 ,根据易大义

等[7 ] ,可以唯一地确定三次样条插值函数的系数

M i ( i = 1 , ⋯, n - 1) 。

1. 1　拟合曲线上任意点方差2协方差矩阵的确定
设第 i 个特征点区间 ( x i - 1 , x i) , i = 1 ,2 , ⋯,

n对应拟合曲线上任意点为 R ( i , t) , i ∈N , t ∈

[0 ,1 ] ,且 x ( i , t) = t x i + (1 - t ) x i - 1。显然 ,当 t

= 0 或 t = 1 时 , R ( i , t)即分别为拟合曲线的两端

点。将 x ( i , t)代入式 (2) ,并顾及 hi = x i - x i - 1 ,

化简、微分并整理得

d x ( i , t)

dy ( i , t)

=
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3
[ M i - 1 (1 - t) 3 - M i - 1 (1 - t) +

M it
3 - M it ] ;τ( i , t ) = 1 - t ; ; ( i , t ) = - η( i ,

t) ;ρ( i , t) = t。

由方差2协方差传播率得 R ( i , t)处方差2协方
差公式 :
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为便于书写 ,将η( i , t )记为η,其余类似。

将式 (3)展开 ,得
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特征点 P ( x j , y j ) , j = 0 , 1 , 2 , ⋯, n 的方差2协方
差矩阵由式 (1)查寻。

1. 2　变换坐标系中空间概率密度分布函数的简

化表达式

根据 1 . 1 ,由於宗俦、鲁林成[8 ] ,得点 R ( i , t)处

标准误差椭圆的主轴方位角

φ( i , t) = 0. 5arctan
2σx
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y

( i , t)

σ2
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-σ2
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将坐标系 O xy的原点平移至 R ( i , t)并顺时针

方向旋转 φ( i , t) ,得坐标系 O ( i , t) uv。由汤仲

安[1 ]知 ,在 O ( i , t) uv 中 ,点 R ( i , t)对应的信息矩

阵为
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由汤仲安[1 ,2 ]知 :点 R ( i , t) 在变换坐标系

O ( i , t) uv 中的空间概率密度分布函数的简化表
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达式为

ψ( u ( i , t) , v ( i , t) ) =

　 1
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其中 ,λ( i , t) ∈R +为点 R ( i , t)处对应的“标准误差

椭圆缩放系数”[2 ]。

由此可见 :矢量 GIS平面一般曲线空间概率

密度分布曲面的高度取决于该曲线上任意点

R ( i , t)对应的空间概率密度分布函数的振幅

1
2πσu ( i , t)
σv ( i , t)

。

2　几何特征确定思路

在对“ε2带”的研究中 , Zhang 和 Tulip , Cas2
pary和 Scheuring曾利用误差传播率推算出线段

中间点均方差小于其两端点均方差[9 ,10 ] ;之后 ,

Dutton采用 Monte Carlo 方法证实了这一点[11 ]。

因此 ,线元的空间概率密度分布曲面呈现出“两端

低、中间高”的拱形。研究发现 ,区间 ( x i - 1 , x i ) ,

i = 1 ,2 , ⋯, n内平面曲线的空间概率密度分布曲

面同样具有这一特征。由此可知 :平面曲线上任

意点在此区间内对应的空间概率密度分布函数振

幅最低的点位于曲线段的某一端点处 ,且精度最

高点位于除端点外的曲线上 ,即必然存在 t ∈

[0 ,1 ] ,使得点 R ( i , t)的点位精度最高 ,或对应曲

线段的空间概率密度分布曲面的振幅达到最高。

因此 ,有 :

曲线段上点 R ( i , t) 处点位精度最高 Ζ 点
R ( i , t)处对应的空间概率密度分布函数的振幅达

到最高。由此 ,基于“空间概率密度分布函数的振

幅达到最高”,即可确定出点 R ( i , t)的精确位置。

3　几何特征确定方法

由于区间 ( x i - 1 , x i) , i = 1 ,2 , ⋯, n 内平面曲

线上精度最高点对应的空间概率密度分布函数的

振幅达到最大 , 即存在 t ∈ [ 0 , 1 ] , 使得

1
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t ( i , t)
σv

t ( i , t)
)′= 0 ,即

(σu ( i , t)
)′σv ( i , t)

+σu ( i , t)
(σv ( i , t)

)′= 0

令

Z ( i , t) = (σu
( i , t)

)′σv
( i , t)

+σu
( i , t)

(σv
( i , t)

)′

则

Z′( i , t) = (σu ( i , t)
)″σv ( i , t)

+ 2 (σu ( i , t)
)′(σv ( i , t)

)′+

σu
( i , t)

(σv
( i , t)

)″

由 1 . 1 ,有

η′= -
hi

3
[ - 3 (1 - t) 2 M i - 1 + M i - 1 + 3 M it

2 -

M i ] ]η″= - 2 hi [ (1 - t) M i - 1 + tM i ]

且

τ′= - 1 ,τ″= 0 ; ;′= -η′; ;″= -η″;ρ′= 1 ,ρ″= 0

于是 ,根据式 (3) ,式 (4) ,可求得如下各值

(σ2
x ( i , t)

)′, (σ2
x ( i , t)

)″, (σx ( i , t)
y ( i , t)

)′, (σx ( i , t)
y ( i , t)

)″,

(σy ( i , t)
)′, (σ2

y ( i , t)
)″(φ( i , t) )′(φ( i , t) )″。

由式 ( 5 ) ,可得 (σ2
u ( i , t)

)′,由于 (σ2
u ( i , t)

)′=

2σu
( i , t)

(σu
( i , t)

)′,可得 (σu
( i , t)

)′,进而可得 (σu
( i , t)

)″。

同理 ,由式 (6) ,可得 (σv
( i , t)

)′, (σv
( i , t)

)″。综上 ,根

据式 (5) ,式 (6) ,可得 Z ( i , t) , Z′( i , t) 。

根据上述推导 ,对于第 i 段曲线而言 ,由于参

数 t 是必然存在的 ,因此 ,利用牛顿2雷扶生
(Newton2Raphson)迭代方法可以保证迭代方程的

收敛 ,于是 ,有

　t ( i , n0 + 1) = t ( i , n0) -
Z ( i , t ( i , n0) )

Z′( i , t ( i , n0) )
,

　( i = 1 ,2 , ⋯, n ; n0 = 0 ,1 ,2 , ⋯)

参数 t 取初值 t ( i , 0) = 0. 5。根据不同精度

要求 ,选定不同的迭代终止条件。此处 ,我们选择

的迭代终止条件为 | t ( i , n0 + 1) - t ( i , n0 ) | <

10 - 6。

求出参数 t 值后 ,即可确定曲线上分段区间

内精度最高点 R ( i , t)的坐标。至此 ,平面一般曲

线“Tepdem”的几何特征点即已确定。

4　实例计算与可视化分析

设某地类界由 5个特征点测定 , 在相应的矢

量数据中 ,特征点坐标分别为[1 ] Z0 ( 1 085 . 102 ,

2 187 . 546 ) , Z1 ( 1 105 . 004 , 2 200 . 456 ) ,

Z2 (1 115 . 569 , 2 187 . 314 ) , Z3 ( 1 130 . 964 ,

2 197 . 854) , Z4 (1 140 . 597 , 2 187 . 746) ;单位为

m。

其特征点间方差2协方差矩阵为
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Σxy =

　6. 171 　0. 022 　0. 099 　0. 078 　0. 035 　0. 054 　0. 049 - 0. 023 　0. 017 　0. 074

　0. 022 　5. 090 - 0. 034 　0. 067 　0. 045 　0. 083 - 0. 054 　0. 061 　0. 021 - 0. 044

　0. 099 - 0. 034 　7. 919 　0. 287 　0. 038 　0. 025 - 0. 051 - 0. 073 　0. 037 - 0. 014

　0. 078 　0. 067 　0. 287 　8. 971 　0. 036 - 0. 027 - 0. 049 　0. 073 　0. 048 - 0. 043

　0. 035 　0. 045 　0. 038 　0. 036 　5. 049 - 0. 464 　0. 071 - 0. 069 　0. 052 　0. 011

　0. 054 　0. 083 　0. 025 - 2. 070 - 0. 464 　6. 131 - 0. 059 　0. 032 - 0. 061 　0. 013

　0. 049 - 0. 054 - 0. 051 - 0. 049 　0. 071 - 0. 059 　4. 029 　0. 371 - 0. 047 　0. 035

- 0. 023 　0. 061 - 0. 073 　0. 073 - 0. 069 　0. 032 　0. 371 　3. 071 - 0. 048 　0. 076

　0. 071 　0. 021 　0. 037 　0. 048 　0. 052 - 0. 061 - 0. 047 - 0. 048 　7. 189 　0. 319

　0. 074 - 0. 044 - 0. 014 - 0. 043 　0. 011 　0. 013 　0. 035 　0. 076 　0. 319 　9. 231

(cm2)

　　给定拟合曲线落入其相应等概率密度误差模

型内的概率置信水平为 95 %。

根据汤仲安、朱建军[11 ] ,计算知 :点位精度最

低的特征点为第二个特征点 Z1 ,且在给定的概率

置信水平 (95 %)条件下 ,其对应的“标准误差椭圆

缩放系数”为λ1 = 2. 05 (此即为平面拟合曲线

“Tepdem”的“尺度因子”,见参考文献[ 1 ] ,[ 2 ]。

4. 1　几何特征点特征值的计算

实例给定了 5 个特征点 ,共有 4 段拟合曲线

区间 ,每个区间内曲线上几何特征点的特征值可

以按照文章介绍的上述算法确定 ,具体计算结果

见表 1。

表 1　矢量 GIS平面一般曲线上几何特征点特征值计算

一览表

Tab. 1　The eigenvalue calculation for the geometrical char2

acteristic points on 2D generic curve in vertor GIS

曲线上相邻

特征点区间
t 的计算值 横坐标 x 纵坐标 y

Z0～ Z1 0 . 183 199 1 088 . 748 0 2 192 . 983 0

Z1～ Z2 0 . 562 299 1 110 . 944 7 2 192 . 108 1

Z2～ Z3 0 . 599 115 1 124 . 792 4 2 193 . 540 6

Z3～ Z4 0 . 166 159 1 132 . 564 6 2 197 . 445 4

4. 2　平面一般曲线主要特征值的可视化

特征点对应的拟合曲线、等概率密度误差模

型及其边界包络线如图 2 ,图 3 ,图 4 所示。为便

于可视化 ,误差模型及其边界包络线都是在其原

有规模的基础上放大了 100倍。

4. 3　可视化分析

1 . 几何特征点均位于矢量 GIS平面曲线上

误差模型宽度最窄的位置处 ,这与实情符合 ;

2 . 在平面曲线的同一区间段上 ,当曲线上两

相邻特征点点位精度相差较大时 ,几何特征点点

位靠近平面曲线上点位精度较高的某一特征点

处 ,如图 4中平面曲线段 Z3～ Z4 ;

图 2　特征点及其拟合曲线

Fig. 2 　The characteristic points and its corre2
sponding fitting curve

图 3　拟合曲线的等概率密度误差模型

Fig. 3　“Tepdem”to the fitting curve

图 4　几何特征点 (图中实心点)与等概率密度误

差模型包络线之间的位置关系

Fig. 4 　The positional relations between the geo2
metrical characteristic points and the envel2
op of“Tepdem”

3 . 在平面曲线的同一区间段上 ,当曲线上两

相邻特征点点位精度相差不大时 ,特征值 t 在0 . 5

处变化 ,几何特征点点位靠近平面曲线的中点处 ,

如图 4中平面曲线段 Z1～ Z2 ;

4. 由参考文献[4 ]知 :平面随机线元误差模型

的几何特征点位置仅取决于线元端点处的坐标精
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度 ,与线元端点处的坐标及其相应的“标准误差椭

圆缩放系数”无关———平面一般曲线误差模型几何

特征点位置不但取决于平面曲线特征点点位坐标 ,

而且还取决于特征点点位精度 ,但与点位精度最低

的特征点处“标准误差椭圆缩放系数”无关。

5　结束语

基于连续的观点和“Tepdem”建模原理 ,研究

了平面一般曲线“Tepdem”的几何特征 ,提供了几何

特征的具体算法 ,为矢量 GIS线状实体误差模型几

何特征的确定奠定了理论基础。上述研究在理论

上进一步完善了矢量 GIS平面一般曲线“等概率密

度误差模型”理论 ,使其更为严密 ;在方法上为 GIS

空间数据位置不确定性研究提供了新的手段 ;在应

用上能够更方便地表示 GIS平面一般曲线的不确

定图形 ,有利于 GIS的高精度应用。
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