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Abstract : Probability algorithm regarding a random line segment falls into its corresponding error model with a cer2
tain probability has been put forward based on normal plane of the random line segment in GIS and Probability Anal2
ysis and Numerical Value Integral , and some important results are obtained by comparing with probability algorithm

based on modeling theory of error model as well as by case study and visualization analysis ———both of the probability

algorithms are of equivalence for modeling of error model to random line segment , furthermore , the former is current

for modeling of error model to generic curves in GIS.
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摘 　要 :基于概率论与数值分析 ,研究基于线元法平面的 GIS中平面随机线元落入其相应误差模型内的概率算

法 ,通过实例计算与可视化分析 ,比较基于误差模型建模机理的概率算法 ,并得出如下结论 :基于线元法平面的

概率算法与基于误差模型建模机理的概率算法对 GIS中随机线元误差模型的建模是等价的 ,而且对于 GIS 中

一般曲线的误差模型建模而言 ,前者具有通用性。
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1 　引 　言

在 GIS 位置不确定性理论研究中 ,线状实体

误差模型规模的确定是制约误差模型建模及其应

用的技术瓶颈。基于概率论 ,线状实体落入其相

应误差模型内的概率算法研究十分重要 ,这不仅

直接影响到概率计算精度 ,而且更关乎线状实体

误差模型规模的最终确定。

文献 [ 1 ] [ 2 ]提出了“标准误差椭圆缩放系

数”、误差模型“形状因子[ m (λ0 , t) ]”、“尺度因子
(λ0)”的概念 ,研究了“等概率密度误差模型”
( The equivalent probability density error model ,

“Tepdem”) 建模机理。基于“Tepdem”,文献 [ 2 ]

[ 3 ]探讨了一般曲线误差模型包络线 ,同样 ,随机

线元“Tepdem”包络线是线元任意点误差椭圆包

络点 (线元误差模型平面内与线元平行且与线元

上任意点误差椭圆相切的两个切点 ,它们分别位

于线元的两侧 ,关于线元上该任意点中心对称 ,确

定方法详见文献 [ 2 ]) 的集合。基于“Tepdem”及

其包络点算法 ,文献 [ 2 ]完成了基于“Tepdem”误

差模型建模机理的 GIS 随机线元概率算法 (下文

简称为“概率算法 1”)的研究。

对于随机线元 ,线元上任意点误差椭圆两包

络点连线必经过该误差椭圆中心 (见文献 [ 2 ]式
(4. 8. 2) ) 。但是 ,当线状实体为非线元时 ,线状实

体上任意点误差椭圆两包络点连线不会经过该椭

圆中心 ,此时 ,“概率算法 1”不再适用。然而 ,矢

量 GIS 中 ,通常多见的是 GIS 中一般线状实体
(如缓和曲线、拟合曲线等) ,因此 ,为了线状实体

误差模型的建模及其应用 ,有必要展开基于线元

法平面的随机线元概率算法 (下文简称为“概率算

法 2”)的研究。



2 　概率算法原理

如图 1 所示 ,线元 Z0 Z1 的空间概率密度分

布曲面被平行于 x2O2y 的平面 F ( x , y) = Ψ (λ0)

所截 ,其截口面封闭边沿线即为文献 [1 ] [ 2 ]所定

义的随机线元“Tepdem”。显然 ,“Tepdem”可划分

为图 1 所示的 B 1 , B 2 , B 3 3 个相互独立的区域。

其中 ,端点 Z0 , Z1 处线元空间概率密度分布曲面

与过两端点处线元法平面之间所笼罩下的空间误

差区域被平面 F ( x , y) =ψ(λ0) 所截而得的截口

面域分别为“Tepdem”的一部分 ,设为 B 1 , B 3 ,并

设其对应的空间误差区域分别为Ω1 ,Ω3 ;而将线

元上任意离散点处线元法平面与线元空间概率密

度分布曲面之间的截口边沿线 ———1 维正态概率

密度分布曲线ωt , t ∈[0 ,1 ]叠加所笼罩下的空间

误差区域被平面 F( x , y) = Ψ(λ0) 所截而得的截

口面域定义为 B 2 ,其空间误差区域设为Ω2 。

图 1 　由随机线元法向 1 维正态概率密度分布曲线

ωt , t ∈[0 ,1 ]叠加所构成的概率密度分布曲面

Fig. 1 　The spatial probability density distribution

curve surface of the random line segment

Z0 Z1 structured by normal probability densi2

ty distribution curves ωt , t ∈[0 ,1 ]

根据概率论与数理统计 ,空间误差区域Ω1 ,

Ω2 ,Ω3 对应的体积 VΩ
1

, VΩ
2

, VΩ
3
即为随机线元

在“Tepdem”各误差区域 B 1 , B 2 , B 3 内的概率 ,记

为 P( B 1) = VΩ
1

, P ( B 2) = VΩ
2

, P ( B 3 ) = VΩ
3

,

因此 ,随机线元落于其相应“Tepdem”内的概率为

Pλ0 = P( B 1 ∪B 2 ∪B 3) ,即

Pλ
0

= P( B 1) + P( B 2) + P( B 3) -

P( B 1 ∩B 2) - P( B 1 ∩B 3) -

P( B 2 ∩B 3) + P( B 1 ∩B 2 ∩B 3) (1)

由于 B 1 , B 2 , B 3 各区域内随机线元上各点的

随机变化事件相互独立 ,因而式 (1) 中任意两个事

件同时发生的概率等于其单独发生的概率的积。

例如 : P( B 1 ∩B 2) = P ( B 1) P ( B 2) ,于是 ,根据文

献[4 ][5 ] ,式 (1) 又可以如下写出

Pλ
0

= P( B 1) + P( B 2) + P( B 3) -

P( B 1) P ( B 2) - P( B 1) P ( B 3) -

P( B 2) P ( B 3) + P( B 1) P ( B 2) P ( B 3) (2)

这样 ,求出 P ( B 1 ) , P ( B 2 ) , P ( B 3 ) ,我们即可确

定随机线元落入其“Tepdem”内的概率值。

3 　公式推导

首先确定随机线元端点处对应概率 P ( B 1) ,

P ( B 3) 。

设线元精度较低的端点 Z0 所对应“标准误差

椭圆缩放系数”(见文献[1 ][2 ])为λ0。根据概率论

与数理统计 ,经过某 2 维点误差椭圆中心且垂直于

该误差椭圆所处的坐标平面的任意平面必定平分

该 2 维点对应的概率密度分布曲面。因此 ,有 :

1. 在 Z0 处 , PB
1

= VΩ
1

=
1
2

(1 - exp ( -
λ2

0

2
) ) 。

2 . 根据文献[1 ][2 ] , Z1 处“标准误差椭圆缩

放系数”为 m (λ0 , 1 ) = λ2
0 + ln

σ2
u0
σ2

v0

σ2
u

1
σ2

v
1

, 从而 ,

PB 3
= VΩ

3
=

1
2

( 1 - exp ( -
m 2 (λ0 ,1)

2
) ) , 其中 ,

σ2
u

t
,σ2

v
t
, t ∈[0 ,1 ]为线元上任意点在以该点对应

的标准误差椭圆两轴为坐标轴线的相对坐标系 ut2

Zt2v t 中的坐标方差 ,且满足σ2
u

t
σ2

v
t
=σ2

x
t
σ2

y
t
(1 - ρ2

x
t
y

t
)

(其中ρx
t
y

t
为坐标 x t , yt 的相关系数。下同) 。文献

[1 ][2 ]已有详细的证明与分析 , 此处从略。

其次求算 P( B 2) 。

由图 1 知 ,线元上任意点 Zt 处线元法平面与

其空间概率密度曲面的截口线为一元正态分布函

数图像 ,形状关于该点处 2 维概率密度分布曲面

的中轴线对称。若以此中轴线与平面 x2O2y 的

交点 O t 为原点、以线元法平面与平面 x2O2y 的交

线为 x t 轴 ,以经过原点 O t 、平行于 f ( x , y) 轴且

垂直于平面 x2O2y 的中轴线为Γt ( x t ) 轴 ,则相对

坐标系 x t - O t - Γt ( x t ) 中该截口线的概率密度

分布函数为Γt ( x t) =
1

2πσt

exp -
( x t)

2

2σ2
t

。

根据文献[1 ][ 2 ]知 :参数 t 处线元上对应点

Zt 处“标准误差椭圆缩放系数”为 m (λ0 , t ) ,其误

差椭圆参数为 EΩ ( t ) = m (λ0 , t )σU
t
及 FΩ ( t ) =

m (λ0 , t)σV
t
。
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由于 Zt 处一元正态分布概率密度分布函数

振幅与对应点 2 维正态分布概率密度分布函数振

幅相等 ,故

1

2 πσt

=
1

2πσu
t
σv

t

] σt = 2πσu
t
σv

t
(3)

图 2 　随机线元任意点 Zt 处对应的 2 维概率密度分

布曲面与 F( x , y) =ψ(λ0) 的截面图

Fig. 2 　The section figure built by plane F ( x , y ) =

ψ(λ0) and 2D probability density distribution

curve surface of arbitrary point Zt on random

line segment

如图 2 所示 ,随机线元 Z0 Z1 的方位角为α

可以如下计算 :

令 k0 =
y1 - y0

x 1 - x 0
,若 k0 ≥0 ,α= arctan ( k0 ) ;

反之 ,α=π+ arctan ( k0) 。

设随机线元法向与此误差椭圆主轴的夹角为

δt ,则

δt =
π
2

- | φE
t
- α|

由图 2 知 : | ZtA t | 即为 Zt 处线元法向一元

正态概率密度分布曲线在截平面 F ( x , y ) =

Ψ(λ0) 上的截距。根据解析几何 ,容易求得

| ZtA t | =
m (λ0 , t) ·σu

t
σv

t

cos2δt·σ
2
v

t
+ sin2δt·σ

2
u

t

结合式 (3) ,令

| ZtA t | =η( t)σt ] η( t) =
| ZtA t |
σt

=

　　
m (λ0 , t)

2π(cos2δt·σ
2
v

t
+ sin2δt·σ

2
u

t
)

(4)

由于 Zt 处线元法平面在线元空间概率密度

分布曲面内被平面 F( x , y) = Ψ (λ0) 所截而得的

截面面积即为一元正态曲线在区间 [ - η( t )σt ,

η( t)σt ]内的概率 , 而截面面积

S (λ0 , t) =∫
η( t)σ

t

-η( t)σ
t

1

2πσt

exp ( -
( x t)

2

2σ2
t

) d x t =

2∫
η( t)

0

1

2π
exp ( -

t2

2
) d t = 2Φ(η( t) )

因此 ,由式 (4) 计算出η( t) 后 ,Φ(η( t ) ) 可以按数

值积分 (复合辛普生公式 ) 计算。由此可见 :

S (λ0 , t) 是参数 t 的函数。将截面面积 S (λ0 , t )

对线长 L Z
0

Z
1
积分 ,则有

VΩ
2

=∫
L

Z0 Z1

0
S (λ0 , t) d l = P( B 2)

由于 S (λ0 , t ) 是参数 t 的函数 ,又 l :0 →L Z
0

Z
1

α] t :0 →1 ,故

P( B 2) =∫
L

Z0 Z1

0
S (λ0 , t) d l =∫

1

0
S (λ0 , t) d t (5)

为便于计算 ,我们将随机线元离散化为有限

个点 ,利用数值分析来求算 P ( B 2) 。根据 GIS 分

析与精度要求 ,离散点数目是一个具有确定范围

的数 ,其确定方法在文献[1 ][2 ]中已有详细论述。

设 m 为满足 GIS 精度要求的线元离散点个数的

下限 ,且对于任意的非负整数 k ∈[ 0 , m ] , 令

t ( k) = k/ m , 则 t ( k) ∈[0 , 1 ]。于是 ,由数值分

析 ,结合式 (5) ,有

P( B2) =∫
1

0
S (λ0 , t) d t = lim

m →+ ∞∑
m - 1

k = 0
S (λ0 , t) ·Δt

为了概率计算的精确性 ,随机线元两相邻法

向上一元正态曲线、平面 F ( x , y) = Ψ (λ0) 以及

线元概率密度分布曲面之间围成的不规则空间体

体积可按棱台体积公式计算 ,即有

P( B2) = lim
m →+ ∞∑

m - 1

k =0
S (λ0 , t) ·Δt = lim

m →+ ∞

1
3 m ∑

m - 1

k =0

( S (λ0 , t ( k) ) + S (λ0 , t ( k + 1) ) + S (λ0 , t ( k) ) S (λ0 , t ( k + 1) ) )

　　考虑到参数 t ( k ) 的离散化取值 ,结合满足

GIS 精度要求的线元离散点个数 m , 有

P( B2) =
1

3 m ∑
m - 1

k = 0

( S (λ0 , t ( k) ) + S (λ0 , t ( k +

1) ) + S (λ0 , t ( k) ) S (λ0 , t ( k + 1) ) )

为了保证计算精度 ,在离散点 m 的基础上 ,不断

加大 m 的值 ,使得计算精度达 10 - 6 。

最后 ,分别将求得的 P ( B 1) , P ( B 2) , P ( B 3)

代入式 (2) ,即可求算出 Z0 处任意λ0 所对应的随

机线元落入其相应的“Tepdem”内的概率值。
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4 　实例计算与可视化分析

已知线元 Z0 Z1 的端点坐标分别为 ( 845 ,

765) , (593 ,705) ,单位 :m。其坐标间方差2协方

差矩阵为

2 . 534 3 - 0 . 028 7 - 0 . 064 5 　0 . 026 5
　2 . 143 2 　0 . 047 3 - 0 . 086 7

对 　1 . 145 3 　0 . 023 5

称 　0 . 732 3

　(cm2) (6)

4. 1 　误差模型及其包络线的比较

当λ0 固定时 ,根据文献 [1 ] [ 2 ]中“Tepdem”

建模机理及随机线元端点坐标精度 ,我们可以确

定符合“概率算法 1”的该线元“Tepdem”及其相应

的边界包络线。

另一方面 , 根据线元上任意点坐标 ( x ( t ) ,

y ( t) ) ,线元的方位角α,以及基于误差椭圆求得

的线元法向截距| ZtA t | ,可以得到线元法向上对

称于该随机线元的两点 U ( t) , D ( t)

x U ( t) = x ( t) + | ZtA t | cos (α-
π
2

)

yU ( t) = y ( t) + | ZtA t | sin (α-
π
2

)

xD ( t) = x ( t) + | ZtA t | cos (α+
π
2

)

yD ( t) = y ( t) + | ZtA t | sin (α+
π
2

)

(7)

式中 , t ∈[0 ,1 ]。

这样 ,图 1 中误差区域 B 2 的边界包络线即

为 U ( t) , D ( t) , t ∈[ 0 , 1 ]的集合 ,而其端点处边

界包络线为对应端点误差椭圆的一部分 ,与“概率

算法 1”对应的端点处包络线相同。

为便于分析 ,可视化操作中离散点数目 m =

25 ,λ0 = 50。可视化图形的规模在原图的基础上

放大了 100 倍 ,利用计算机编程实现。可视化结

果如图 3 所示。

图 3 　基于两种算法的误差模型及其包络线叠合图

Fig. 3 　Superposition for error models and its corre2
sponding boundary envelop discrete points

based on both of the probability algorithms

　　图 3 由两部分组成 :一部分为按照“概率算法

1”生成的误差模型及包络点连线 ;另一部分为按

照“概率算法 2”生成的误差模型及截距2| ZtA t |

(即 U ( t) , D ( t ) 的连线) , t ∈[0 , 1 ]。两部分对

应线元离散点数目相等、放大比例一致 ,叠加在同

一幅图上便于可视化分析。

由图 3 知 ,线元上任意点误差椭圆两包络点

连线与该点处线元法平面在对应椭圆上的截距之

间存在交角 ,长度上包络点连线大于线元法平面

在椭圆上的截距 ,这与事实吻合 ;且当 t ∈[ 0 , 1 ]

时 , U ( t) , D ( t ) 都分布于“Tepdem”边界包络线

上 ,亦即 ,按照“概率算法 1”与“概率算法 2”绘制

的误差模型及其包络线完全一致。因此 ,线元空

间概率密度分布曲面可视为“线元法向 1 维正态

概率密度分布曲线叠加所笼罩下的空间误差区

域”。相应地 ,“Tepdem”内误差区域 B 2 可以描述

为 :线元上任意点处法平面与线元空间概率密度

分布曲面之间的截口线 ———一元正态分布曲线

ωt , t ∈(0 , 1) 的叠加体被平面 F ( x , y) =ψ(λ0 )

所截而得的面状区域。

4. 2 　概率计算与分析

为了比较两种概率算法的计算精度 ,固定线

元上离散点个数 m (此处 , m = 2 590 ,满足 GIS

精度及其分析要求 ,确定方法见文献[1 ][2 ] ,变动

λ0 以求得如表 1 所示的计算结果。

　　表 1 　离散点个数 m 一定而λ0 变动时两种算法

下的概率计算值

Tab. 1 　The probability calculation values of two algorithms

in the case of certain quantity of discrete points

and variation of λ0

λ0 1. 0 2. 0 3. 0

概率算法 1 0. 738 661 0. 891 464 0. 944 049

概率算法 2 0. 738 745 0. 891 579 0. 944 236

λ0 4. 0 5. 0 6. 0

概率算法 1 0. 969 478 0. 984 129 0. 992 010

概率算法 2 0. 969 759 0. 984 491 0. 992 427

　　由表 1 可得如下结论 :

1 . 随机线元离散点数目 m 一定时 ,对于同

一λ0 ,两种概率算法对应的概率计算值差异体现

于万分位上 ,数值几乎相等 ,因此 ,两种概率算法

对于决定“尺度因子”λ0 没有影响 ;

2 .“概率算法 2”的概率计算值比“概率算法

1”的概率计算值略大 , 因此 , 当概率置信水平
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(95 %) 一定时 ,根据“概率算法 1”得到的满足概

率置信水平的λ0 (本例为 3 . 2) 也必然使得根据

“概率算法 2”计算的概率值满足同样给定的概率

置信水平 ;

3 . 线元落入其相应“Tepdem”内的概率值并

不随λ0 的变化而快速收敛于 1。

4. 3 　分析与小结

根据 4 . 1、4 . 2 的实例计算与可视化分析 ,可

以得出如下结论 :

1 . 对于随机线元 ,“概率算法 1”与“概率算法

2”所对应的误差模型及其边界包络线完全一致 ,

概率计算值近似相等 ,两种概率算法对随机线元

误差模型的建模是等价的。

2 . 根据文献 [1 ] [ 2 ] ,“Tepdem”由线状实体

上任意点“标准误差椭圆缩放系数”、“尺度因子”

和标准误差椭圆参数所构成的误差椭圆簇聚合而

成 ;由文献[6 ]知 :“εσ2带”是线状实体上任意点法

向在该点对应的标准误差椭圆上截距的聚合体 ,

而“εm2带”则是线状实体上任意点标准误差椭圆

与线状实体距离最大点的集合。由“概率算法 1”

所得的误差模型及其包络线相当于基于“Tep2
dem”建模机理的“εm2带”,而由“概率算法 2”所

得的误差模型及其包络线则相当于基于“Tep2
dem”建模机理的“εσ2带”。由 4 . 1 知 ,此时 ,两者

等价。

3 . 由 4 . 2 (2) 知 ,对于同一λ0 ,“概率算法 2”

的概率值略大于“概率算法 1”的概率值 ,因此 ,当

概率置信水平一定时 ,“概率算法 2”对应的“Tep2
dem”范围略小 ,这对给定位置不确定性指标的线

状实体定位而言 ,“概率算法 2”较为严格。由于

一般曲线对应的“概率算法 1”无法得出 ,因此 ,为

了 GIS 中线状实体概率算法的通用性 ,结合 4 . 2

结论 1 ,我们可以选用“概率算法 2”、即基于法平

面的概率算法来计算线状实体落入其相应“Tep2
dem”内的概率值。
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