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Abstract :With the development of three2dimension geographical information science , the uncertainty of three2di2
mension spatial elements has become more and more important . Based on the uncertainty and statistic theory , an

uncertainty model for three2dimension circular curve in GIS is developed. Firstly , the differential formula for any

point on the three2dimension circular curve is derived. Then , the variance for any point on the three2dimension cir2
cular curve is given. Finally , theεσmodel for three2dimension circular curve is obtained. With a case study , it is

shown that the error band of three2dimension circular curve is with the shape of“larger extreme points and less mid2
dle”.
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摘　要 :随着 GIS向 3维领域的不断发展 ,对 3维空间元素的不确定性研究日趋重要。基于不

确定性理论及概率统计理论 ,研究 GIS中 3维空间圆曲线的不确定性模型。首先建立 3维空

间圆曲线上任意点坐标的微分关系式 ,然后得到圆曲线上任意点坐标的方差 , 进而获得 3 维

空间圆曲线的εσ模型。实际算例表明 ,3 维空间圆曲线误差分布呈现出“两端大 ,中间小”的

趋势。
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1　引　言

GIS空间数据质量的好坏直接影响到地理信

息系统的经济和社会效益 ,其中位置精度的研究

占有十分重要的地位。点、线、面是确立一切空间

实体的基本元素 ,因此 ,分析 GIS中位置不确定

性问题 ,必须首先来研究这些基本要素的位置不

确定性和精度指标。其中线元不仅是面域不确定

性的基础 ,其本身也是 GIS叠置分析、缓冲区分

析等的基本元素。目前 ,对于 2 维平面上的线元

不确定性模型已有许多研究 [1～6 ]。例如 ,文献

[ 3 ]对 2维平面上的圆曲线不确定性进行了研究 ,

应用圆曲线上任意点坐标的协方差来描述圆曲线

的不确定性模型。但是 ,对 3 维空间中元素的不



确定性的研究相对较少。随着 3 维 GIS应用的

不断深入 ,对 3 维空间元素的不确定性研究日趋

重要。文献[ 2 ]将研究 2 维平面直线不确定性的

思想引入到 3维空间 ,建立了 3 维空间直线的不

确定性模型。进一步地 ,本文对 3 维空间圆曲线

的不确定性模型进行了研究。

如图 1 ,设 A 1 , A 2 , A 3 为 3 维空间圆曲线上

的 3点 ,若有观测距离 s1 i ,则可通过 A 1 和 s1 i确

定 i 点在圆曲线上的位置。同样 ,若有观测距离

s3 i ,则可通过 A 3和 s3 i确定 i 点在圆曲线上的位

置。一般同时有观测距离 s1 i和 s3 i ,故以 1/ s
⌒

1 i和

1/ s
⌒

3 i作为权取加权平均值 ,进而由加权平均值方

差得到圆曲线在该点法平面上的误差椭圆 ,并由

误差椭圆族来描述 3 维空间圆曲线的εσ模型。

最后用实际数据对提出的模型进行了检验。

图 1　3维 GIS中的空间圆曲线上任意一点

Fig. 1 　An arbitrary point on three2dimension circular

curve

2　任意点坐标的微分关系式和方差

2. 1　任意点坐标的微分关系式
过点 A 1 ( x 1 , y1 , z 1 ) , A 2 ( x 2 , y2 , z 2 ) ,

A 3 ( x 3 , y3 , z 3)的空间圆曲线 A 1 A 2 A 3 可由过该

3点的平面截过该 3 点的球面得到 ,且设过 3 点

的平面截过该 3 点的球面得到圆为球面上的大

圆 ,即圆曲线在球面的大圆上 ,此时球心在过 3点

的平面上。因此空间圆曲线 A 1 A 2 A 3 的方程可

由式 (1) 、(2)确定

( x - x 0) 2 + ( y - y0) 2 + ( z - z 0) 2 = R2 (1)

ax + by + cz + d = 0 (2)

其中 ,式 (1)是过点 A 1 , A 2 , A 3 的一个球面方程 ,

R 为球面半径 , ( x 0 , y0 , z 0)为球心坐标 ;式 (2)是

由 A 1 , A 2 , A 3 3 点确定的平面方程。其中 ,参数

a , b , c , d由 3点坐标确定 ,分别为

a = ( y1 - y2) ( z 1 - z 3) - ( y1 - y3) ( z 1 - z 2)

b = ( x 1 - x 3) ( z 1 - z 2) - ( x 1 - x 2) ( z 1 - z 3)

c = ( y1 - y3) ( x 1 - x 2) - ( x 1 - x 3) ( y1 - y2)

d = - ( ax 1 + by1 + cz 1)

(3)

如上所述 ,空间圆曲线 A 1 A 2 A 3 的数学表达

式为式 ( 1) 、( 2) ,所以圆曲线上的点 A 1 , A 2 , A 3

和任意一点 i 坐标均满足式 (1) 、(2) ;且球心在平

面上 ,故球心坐标满足式 (2) 。将 A 1 , A 2 , A 3 坐

标分别代入式 (1) ,并将球心坐标 ( x 0 , y0 , z 0 )代

入式 (2) ,得

( x 1 - x 0) 2 + ( y1 - y0) 2 + ( z 1 - z 0) 2 = R2

( x 2 - x 0) 2 + ( y2 - y0) 2 + ( z 2 - z 0) 2 = R2

( x 3 - x 0) 2 + ( y3 - y0) 2 + ( z 3 - z 0) 2 = R2

ax 0 + by0 + cz 0 + d = 0

(4)

由式 (4)可惟一解得 x 0 , y0 , z 0 , R 的值如下 :

x 0

y0

z 0

=

2Δx 12 2Δy12 2Δz 12

2Δx 13 2Δy13 2Δz 13

a b c

- 1 d1

d2

- d

R =】( x 1 - x 0) 2 + ( y1 - y0) 2 + ( z 1 - z 0) 2〈

其中 ,记

Δx ij = x j - x i

且

d1 = x 2
2 - x 2

1 + y2
2 - y2

1 + z 2
2 - z 2

1

d2 = x 2
3 - x 2

1 + y2
3 - y2

1 + z 2
3 - z 2

1

于是 , x 0 , y0 , z 0 , R 也可惟一确定。

将式 (4)微分 ,得

　Δx 01 (d x 1 - d x 0) +Δy01 (d y1 - d y0) +

　　Δz 01 (d z 1 - d z 0) = Rd R (5)

　Δx 02 (d x 2 - d x 0) +Δy02 (d y2 - d y0) +

　　Δz 02 (d z 2 - d z 0) = Rd R (6)

　Δx 03 (d x 3 - d x 0) +Δy03 (d y3 - d y0) +

　　Δz 03 (d z 3 - d z 0) = Rd R (7)

　ad x 0 + bd y0 + cd z 0 + x 0d a + y0d b +

　　z 0d c + d d = 0 (8)

将式 (3)微分 ,得
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d a = -Δz 23d y1 +Δz 13d y2 -Δz 12d y3 +

　　Δy23d z 1 -Δy13d z 2 +Δy12d z 3

d b =Δz 23d x 1 -Δz 13d x 2 +Δz 12d x 3 -

　　Δx 23d z 1 +Δx 13d z 2 -Δx 12d z 3

d c = -Δy23d x 1 +Δy13d x 2 -Δy12d x 3 +

　　Δx 23d y1 -Δx 13d y2 +Δx 12d y3

d d = - ( ad x 1 + bd y1 + cd z 1 + x 1d a +

　　y1d b + z 1d c)

(9)

将式 (9)代入式 (8) ,并由式 (5) 、(6) 、(7) 、(8)解得

d x 0

d y0

d z 0

= A dξ (10)

其中 , A =

Δx12 Δy12 Δz12

Δx13 Δy13 Δz13

a b c

- 1 -Δx01 -Δy01 -Δz01 Δx02 Δy02 Δz02 0 0 0

-Δx01 -Δy01 -Δz01 0 0 0 Δx03 Δy03 Δz03

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9

≡

a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18 a19

a21 a22 a23 a24 a25 a26 a27 a28 a29

a31 a32 a33 a34 a35 a36 a37 a38 a39

dξ= (d x 1　d y1　d z 1　d x 2　d y2　d z 2　d x 3　d y3　d z 3) T

　　

c1 = a +Δy01Δz 23 -Δz 01Δy23

c2 = b -Δx 01Δz 23 +Δz 01Δx 23

c3 = c +Δx 01Δy23 -Δy01Δx 23

c4 = -Δy01Δz 13 +Δz 01Δy13

c5 =Δx 01Δz 13 -Δz 01Δx 13

c6 = -Δx 01Δy13 +Δy01Δx 13

c7 =Δy01Δz 12 -Δz 01Δy12

c8 = -Δx 01Δz 12 +Δz 01Δx 12

c9 =Δx 01Δy12 -Δy01Δx 12

设 i 是 3 维空间圆曲线 A 1 A 2 A 3 上任意一

点 ,其坐标为 ( x i , y i , z i ) 。将 i 点坐标代入式

(1) 、(2) ,并微分 ,得

Δx0 i (d xi - d x0) +Δy0 i (dyi - dy0) +Δz0 i (d z i - d z0)

= Rd R (11)

ad x i + bd y i + cd z i + dd + x i d a + y id b + z id c = 0

(12)

将式 (5) 、(10)代入式 (11) ,得

Δx 0 id x i +Δy0 id y i +Δz 0 id z i =

　( b1 , b2 , b3 , b4 , b5 , b6 , b7 , b8 , b9) dξ (13)

其中

b1 =Δx 01 +Δx 1 ia11 +Δy1 ia21 +Δz 1 ia31

b2 =Δy01 +Δx 1 ia12 +Δy1 ia22 +Δz 1 ia32

b3 =Δz 01 +Δx 1 ia13 +Δy1 ia23 +Δz 1 ia33

bj =Δx 1 ia1 j +Δy1 ia2 j +Δz 1 ia3 j ( j = 4 ,5 , ⋯,9)

将式 (9)代入式 (12) ,得

ad x i + bd y i + cd z i =

　( a1 , a2 , a3 , a4 , a5 , a6 , a7 , a8 , a9) dξ (14)

其中

　　

a1 = a -Δy1 iΔz 23 +Δz 1 iΔy23

a2 = b +Δx 1 iΔz 23 -Δz 1 iΔx 23

a3 = c -Δx 1 iΔy23 +Δy1 iΔx 23

a4 =Δy1 iΔz 13 -Δz 1 iΔy13

a5 = -Δx 1 iΔz 13 +Δz 1 iΔx 13

a6 =Δx 1 iΔy13 -Δy1 iΔx 13

a7 = -Δy1 iΔz 12 +Δz 1 iΔy12

a8 =Δx 1 iΔz 12 -Δz 1 iΔx 12

a9 = -Δx 1 iΔy12 +Δy1 iΔx 12

相对于空间圆曲线 A 1 A 2 A 3 的端点 A 1 ( x 1 ,

y1 , z 1) ,对应于观测距离 s1 i , s1 i满足

( x i - x 1) 2 + ( y i - y1) 2 + ( z i - z 1) 2 = s2
1 i

将上式微分 ,得

Δx 1 i (d x i - d x 1) +Δy1 i (d y i - d y1) +

　Δz 1 i (d z i - d z 1) = s1 id s1 i
(15)

由式 (13) 、(14) 、(15)解得微分关系式

(d x i 　d y i 　d z i)
T = Bdζ (16)

其中

dζ= (d x 1　d y1 　d z 1 　d x 2 　d y2 　d z 2 　d x 3 　

d y3　d z 3　d s1 i 　d s2 i
) T
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B =

Δx 0 i Δy0 i Δz 0 i

a b c

Δx 1 i Δy1 i Δz 1 i

- 1 b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 b9 0 0

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 0 0

Δx 1 i Δy1 i Δz 1 i 0 0 0 0 0 0 s1 i 0

　　而由观测距离 s3 i的微分关系式和式 (13) 、

(14)同理可导出如下的微分关系式

(d x i″　d y i″　d z i″)
T = Cdζ (17)

其中 ,

C =

Δx 0 i Δy0 i Δz 0 i

a b c

Δx 3 i Δy3 i Δz 3 i

- 1 b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 b9 0 0

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 0 0

0 0 0 0 0 0 Δx 3 i Δy3 i Δz 3 i 0 s3 i

　　于是 ,得到了以点 A 1 , A 3 为端点的空间圆

曲线 A 1 A 2 A 3上任意点 i 坐标的微分关系式 ,它

们分别由公式 (16)和 (17)表示。

2 . 2　任意点 i 坐标的方差
为求以点 A 1 , A 3 为端点的空间圆曲线上任

意一点 i 坐标的方差 ,首先将由式 (16) 、(17)得到

的微分关系式取加权平均值 ,其权为 1/ s
⌒

1 i和

1/ s
⌒

3 i。于是 ,可得

d x i

d y i

d z i

= (1 - r1)

d x i′

d y i′

d z i′

+ r1

d x i″

d y i″

d z i″

=

( B - r1 B + C) dζ (18)

式中 , r1 = s
⌒

1 i/ s
⌒

13。根据协方差传播规律 ,可以得

到任意点 i 坐标的方差

D i =

σ2
x

i
σx

i
y

i
σx

i
z

i

σx
i
y

i
σ2

y
i
σy

i
z

i

σx
i
z

i
σy

i
z

i
σ2

z
i

=

　( B - r1 B + r1 C) Dζ( B - r1 B + r1 C) T (19)

式中 , Dζ表示ζ的方差2协方差阵。

3　3维空间圆曲线的εσ模型

3. 1　两个 3维坐标系的旋转矩阵
为了得到空间圆曲线上任意一点 i ( x i , y i ,

z i)在该点法平面上的误差椭圆 ,首先建立局部

3维 坐标系 o - x i′y i′z i′,该坐标系的 ox i′轴平行

于圆曲线在 i 点处的切线 , y i′oz i′平面平行于圆曲

线在 i 点处的法平面。为此 ,先将 xoy 面绕 oz 轴

旋转εi
z 成为 x 0

ioy i′,使得 ox 0
i 与 oR i 在 xoy面上的

投影方向一致 ;再将 x 0
ioz i平面绕 oy i′旋转ε

i
y成为

x i′oz i′面 ,使得 ox i′轴平行于圆曲线在 i 点处的切

线 ,切线向量为 n = { cΔy0 i - bΔz 0 i , aΔz 0 i -

cΔx 0 i , bΔx 0 i - aΔy0 i } ,并设该向量所对应的

3维 空间中的点为

R i ( x R
i
, yR

i
, z R

i
) = R i ( cΔy0 i - bΔz 0 i , aΔz 0 i -

cΔx 0 i , bΔx 0 i - aΔy0 i)

由于 y i′oz i′平面垂直于 ox i′,因此不必再旋转。

旋转矩阵为

R i = R (εi
x) R (εi

y) R (εi
z ) =

cosεi
ycosεi

z cosεi
ysinεi

z - sinεi
y

- sinεi
z cosεi

z 0

sinεi
ycosεi

z sinεi
ysinεi

z cosεi
y

(20)

其中 ,εi
z = arctan ( y R

i
/ x R

i
) ,εi

y = - arctan ( z R
i
/】

( x R
i
) 2 + ( yR

i
) 2〈) 。旋转后圆曲线上任意一点 i

的坐标为

( x i′　y i′　z i′)
T = R i ( x i 　y i 　z i)

T (21)

3. 2　3维空间圆曲线的εσ模型
3维空间圆曲线 A 1 A 2 A 3在任意点 i 处法平

面上的误差椭圆 ,也就是 i 点在 o - x i′y i′z i′坐标

系中 y i′oz i′平面上的误差椭圆。为此 ,应求 i 点

在 o - x i′y i′z i′坐标系中的方差2协方差阵。据协
方差传播规律 ,由式 (21)可得

D i′= R iD i R
T
i =

σ2
x

i
′ σx

i
′y

i
′ σx

i
′z

i
′

σx
i
′y

i
′ σ

2
y

i
′ σx

i
′z

i
′

σx
i
′z

i
′ σy

i
′z

i
′ σ

2
z

i
′

(22)

其中 , D i , R i 分别由式 (19) 、(20)表示。

由此 ,3维空间圆曲线上任意点 i ( x i , y i , z i )

在该点法平面上的误差椭圆参数即椭圆的长、短

半轴 Ei , Fi和主轴方向φi 的计算公式为
[7 ]

E2
i = (σ2

y
i
′+σ

2
z

i
′+ K) / 2

F2
i = (σ2

y
i
′+σ

2
z

i
′- K) / 2

tan 2φi = 2σy
i
′z

i
′/ (σ2

y
i
′-σ

2
z

i
′)

式中 , K =】(σ2
y

i
′- σ

2
z

i
′)

2 + 4σ2
y

i
′z

i
′〈 ,而 i 点处法平
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面上的误差椭圆的面积为 S i =πEi Fi .

此外 , 通过圆曲线端点 A 1 , A 3 在 o -

x i′y i′z i′坐标系中的方差2协方差阵 DA 1
′, DA 3
′,可

求得它们的误差椭球参数 (包括误差椭球的 3 个

主轴 ,以及它们的方向余弦) 。根据所求出的 3维

空间圆曲线上各点在 y′oz′平面上的误差椭圆所

构成的误差椭圆族 ,以及圆曲线两个端点的部分

空间误差椭球 ,形成了以 3 维空间圆曲线真值为

轴心的不确定性域 ,称之为空间圆曲线的εσ带。

4　算例分析

下面 ,给出 3 维空间圆曲线的εσ带的算例。

表 1列出了 3维空间圆曲线上点 A 1′, A 2′, A 3′的

3维坐标及其方差2协方差矩阵 ,设 DA
1

A
2

= 0 ,

DA
1

A
3

= 0 , DA
2

A
3

= 0。表 2 根据本文所提出的模

型计算出了 3 维空间圆曲线上 r1 = 0 . 1 , 0 . 3 ,

0 . 5 ,0 . 7 ,0 . 9处各点在该点法平面上的误差椭圆

参数 ,其中 r1是式 (18)表示的 3维空间圆曲线上

点 i 的位置的参数 , r1 = s
⌒

1 i/ s
⌒

13。表 3 列出了由

模型计算出的端点处误差椭球参数。

表 1　原始数据表

Tab. 1　The original data

点名 X / cm Y/ cm Z/ cm σ2
x / cm2 σ2

y/ cm2 σxy/ cm2 σxz / cm2 σyz / cm2 σ2
z / cm2

A 1 500. 0 500. 00 100. 00 3. 136 53 1. 303 11 0. 219 42 0. 114 23 0. 114 68 0. 157 91

A 2 505. 0 505. 00 110. 00 3. 136 53 1. 303 11 0. 219 42 0. 114 23 0. 114 68 0. 157 91

A 3 510. 0 515. 00 105. 00 3. 136 53 1. 303 11 0. 219 42 0. 114 23 0. 114 68 0. 157 91

表 2　空间圆曲线上的点在该点法平面上的误差椭圆参数

Tab. 2　The error ellipsoid parameters on the space circular curve at the point of normal plane

r1 σ2
y

i
/ cm2 σ2

z
i
/ cm2 σy

i
z

i
/ cm2

E/ cm F/ cm EF/ cm2 Φi/ (°′″)

0. 10 1. 146 9 1. 244 4 0. 407 5 1. 267 3 0. 886 1 1. 123 0 - 83210226

0. 30 1. 052 4 0. 371 8 0. 162 9 1. 043 7 0. 578 6 0. 603 9 2523523

0. 50 0. 813 4 0. 199 1 0. 041 6 0. 903 4 0. 443 0 0. 400 3 724323

0. 70 1. 002 3 0. 284 1 - 0. 074 3 1. 004 9 0. 525 9 0. 528 5 - 11241217

0. 90 1. 703 1 0. 725 4 - 0. 261 3 1. 329 9 0. 812 4 1. 080 4 - 2827235

表 3　端点 A1 , A3 空间误差椭球主轴及方向余弦

Tab. 3 　The main axle of error ellipsoid and direction co2
sine at end points A1 , A3 / cm

λi L i M i N i

1. 473 8 　0. 576 8 0. 813 0 - 0. 079 6

0. 986 1 - 0. 816 3 0. 576 8 - 0. 032 7

0. 137 7 - 0. 032 7 0. 120 3 　0. 992 2

图 2显示了上述算例得到的 3维空间圆曲线

A 1 , A 2 , A 3不确定性的误差分布的可视化模型。

从表 2的结果和图 2的 3维空间圆曲线不确

定性的εσ模型可视化可以看出 ,误差椭圆的短轴

和长轴的乘积 (也就是误差椭圆的面积)是“两端

大 ,中间小”。空间圆曲线误差分布仍然呈现了

“两端大 ,中间小”的趋势。从而 ,这种模型也扩展

了 2维平面圆曲线不确定性模型。

图 2　3维空间圆曲线不确定性的εσ模型

Fig. 2　εσmodel of three2dimension circular curve

5　结　论

本文基于不确定性理论 ,建立了 3 维空间圆
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曲线不确定性εσ模型。该模型根据所求的 3 维

空间圆曲线上各点在该点法平面上的误差椭圆所

构成的误差椭圆族 ,以及圆曲线两个端点的部分

空间误差椭球 ,形成了以 3 维空间圆曲线真值为

轴心的不确定性域 ,即空间圆曲线的εσ带。由试

验数据和可视化图形知 ,3 维空间圆曲线上各点

的误差分布呈现出“两端大 ,中间小”的趋势 ,这种

模型扩展了 2维平面圆曲线不确定性模型。本文

所得的模型不仅具有重要的理论价值 ,而且对于

GIS特别是 3维 GIS分析与应用、虚拟现实、计算

机图形学等都具有重要应用。
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