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Abstract :Constructing confidence regions for points , lines and polygons is one of the most useful ways to express

the uncertainties of these fundamental factors in GIS. The efficiency of a confidence region depends chiefly on its

area and shape. Generally , a confidence region with small area is more effective than that with a large one on condi2
tion that they satisfy the same confidence level. With the view of applications , the analytic expressions of the regions

should be as concise as possible. This paper aims at making a study of the confidence regions. Firstly , two interest2
ing properties concerning the error ellipse are given and an elliptic confidence region of point is established. On the

basis of this , the confidence regions of lines and polygons are established respectively. By using the probability theo2
ry , the relations between the regions established and their confidence levels are discussed analytically. Since the con2
fidence regions presented in this paper only consist of lines and ellipses , the visualization of the confidence regions is

quite convenient . Finally , several numerical examples are provided to show the usual procedure of visualization for

these regions.

The areas of the confidence regions given in this paper are comparatively small and the analytic expressions of the re2
gions are simple. The main conclusions provided in this paper can be used to control the data quality. Though only

the planar factors are discussed , the methods used in this paper can also be used to the discussion of spatial factors.
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摘　要 :以概率论为工具解析地研究了误差椭圆的 2 个重要性质 ,在此基础上分别为点、线及

多边形建立了由椭圆和线段组成的置信域 ,并给出了所建置信域与其置信水平的关系。最后

通过算例讨论了置信域的可视化表示问题。
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1 　引　言

点、线、多边形为 GIS 中最基本的几何要素 ,

无论是从理论角度还是从应用角度来看 ,对其位

置不确定性的研究都是极为重要的[1～3 ] 。由于

置信域是围绕已知测量值建立的 ,便于应用 ,置信

域问题的讨论又有其特殊意义。对这 3 类几何要

素可建立各种各样的置信域 ,但作为一种估计来

讲 ,在保证一定的置信水平的条件下 ,置信域面积

应尽可能地小。从置信域的可视化表示考虑 ,所
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建置信域边界的解析表达应尽可能地简明。研究

此类问题时 ,一般先给定一个区域 ,再证明该区域

满足给定的置信水平。证明中往往要经过多次不

等式放大 ,导致所建置信域面积过大 ,结果过于保

守。文献 [ 1 ,2 ]分别为点建立了圆形及矩形置信

域。文献[3 ]从线段的概率分布入手 ,借助 Cauchy2
Schwarz 不等式 ,巧妙地建立了一个“哑铃”状的置

信域 ,其面积约为等宽置信域面积的 81. 16 %。考

虑到点、线、多边形之间的构成关系 ,作者认为点的

置信域的建立是讨论问题的关键。本文从误差椭

圆入手 ,给出点的椭圆形置信域 ,并为线段及多边

形建立了由椭圆和线段组成的置信域。

2 　预备定理

定理 1 :设 ( X , Y ) 服从 N (μ,σ2
1 ; v ,σ2

2 ;ρ) ,

误差椭圆为

D = { ( x , y) | ( x - μ, y - v) B - 1 ( x - μ,

y - v) T ≤R2}

式中 , B =
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

;σ12 =ρσ1σ2 ; T 表示转置。

过 D 的边界点 P ( x 0 , y0) 作切线 l , l 的两侧中不

含D 的一侧记为 D1 (见图 1 中阴影部分 ) , 则

P{ ( X , Y) ∈D1} = 1 - F( R) ,这里 F ( R) 为标准

正态分布函数。

图 1 　点域

Fig. 1 　The region of points

证明 :无妨假定μ= v = 0 ,易求得切线方程

为
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因 P 点在误差椭圆上 ,所以

y2
0

σ2
2

+
x 2

0

σ2
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-
2ρx 0 y0

σ1σ2
= (1 - ρ2) R2

从而

D [
Y

σ2
(
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-
ρx 0
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) +
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σ1
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x 0
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-
ρy0
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即 Y
σ2

(
y0

σ2
-
ρx 0

σ1
) +

X
σ1

(
x 0

σ1
-
ρy0

σ2
) 服从 N { 0 , (1 -

ρ2) 2 R2} ,经过标准正态化 ,容易得到

P{ ( X , Y) ∈D1} = 1 - F( R)

定理 2 :在误差椭圆 D 的边界点 P1 , P2 作 2

条相平行的切线 l1 , l2 ,2 切线所夹区域被 D 分为

2 部分 ,记其中一部分为 E (见图 2) ,则

P{ ( X , Y) ∈D ∪E} = F( R) -
1
2

exp [ -
R2

2
]

证明 :由文献[4 ]知

P{ ( X , Y) ∈D} = 1 - exp [ -
R2

2
]

由上述点域的对称性可得

2 P{ ( X , Y) ∈D ∪E} - P{ ( X , Y) ∈D} =

　1 - 2{ 1 - F( R) }

从而有

P{ ( X , Y) ∈D ∪E} = F( R) -
1
2

exp [ -
R2

2
]

图 2 　点域

Fig. 2 　The region of points

3 　点的置信域

点的置信域构造如下 :设点的真实位置为

(μ, v) ,测量值 ( X , Y ) 服从 N (μ,σ2
1 ; v ,σ2

2 ;ρ) 。
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以 ( X , Y) 为中心作椭圆 D

{ ( x , y) | ( x - X , y - Y) B - 1 ( x - X , y - Y) T ≤R2}

则

P{ (μ, v) ∈D2} = P{ ( X , Y) ∈D} = 1 - exp[ -
R2

2
]

若取ρ= 0 ,σ1 =σ,σ2 = 1 . 2σ, 置信水平为

0 . 97 , 易算得上述椭圆形置信域的面积为

26 . 38σ2 。若以测量值 ( X , Y ) 为中心分别建立满

足置信水平 0 . 97 的矩形、圆形置信域、则矩形域、

圆形域的面积分别为 28 . 92σ与 31 . 66σ2 。

作为平面点 (μ, v ) 的一种估计 ,置信域面积

的大小从一个侧面反映了估计的精度 ,在满足给

定置信水平的条件下 ,置信域面积应尽可能小一

些。

4 　线段的置信域

4. 1 　均匀线段的置信域
均匀线段的置信域的构造如下 :设线段端点

的真值及测量值分别为 Q i (μi , v i ) 和 Pi ( X i ,

Y i) , ( X i , Y i ) 服从 N (μi ,σ2
1 ; v i ,σ2

2 ;ρ) 且 ( X1 ,

Y1) 与 ( X2 , Y2 ) 独立。分别以 ( X1 , Y1 ) , ( X2 ,

Y2) 为中心作 2 个椭圆 B 1 , B 2

{ ( x , y) | ( x - X i , y - Y i ) B - 1 ( x - X i , y - T i )
T

≤R2}

以 B 1 , B 2 的 2 条平行的公切线连接 B 1 , B 2 ,切线

与椭圆所围区域记为 B 3 (见图 3) ,则所构造线段

置信域为

E = B 1 ∪B 2 ∪B 3

图 3 　线段置信域

Fig. 3 The confidence region of a line

下面讨论区域 E 的置信水平 P{ Q1 Q2 <
E} 。

如图 4 所示 ,以 Q i 为中心作误差椭圆 Ci :

{ ( x , y) | ( x - μi , y - vi) B - 1 ( x - μi , y - vi)
T ≤R2}

比较 4 个椭圆的中心可知 ,如果 P1 ∈C1 ∪E1 且

P2 ∈C2 ∪E2 ,则 Q1 Q2 < E ,由定理 2 知

P{ Q1 Q2 < E} ≥P{ P1 ∈C1 ∪E1 , P2 ∈C2 ∪E2} =

　P{ P1 ∈C1 ∪E1} P{ P2 ∈C2 ∪E2} =

　{ F( R) -
1
2

exp [ -
R2

2
]} 2

易见 ,若 R 满足

F( R) -
exp [ -

1
2

R2 ]

2
≥】γ〈

则置信水平

P{ Q1 Q2 < E} ≥γ

图 4 　点域

Fig. 4 　The region of points

当 R 取值 1 . 5 , 2 . 0 , 2 . 3 , 2 . 5 , 2 . 6 时 ,上述

方法建立的置信域的置信水平分别不小于0 . 596 ,

0 . 827 , 0 . 909 , 0 . 940 , 0 . 957。

若σ1 =σ2 =σ,ρ= 0 ,γ= 0 . 9 ,则 R = 2 . 3 ,置

信域宽度为 2 Rσ= 4 . 6σ。

4. 2 　一般线段的置信域
上述均匀线段的置信域是等宽的 ,宽度取决

于协方差阵和 2 测量点的相对位置。最大、最小

宽度分别为误差椭圆的长、短半轴。对一般非均

匀线段 ,仍可按上述方法建立置信域 ,但此时置信

域不再是等宽的 ,同时 R 应满足

(1 - exp [ -
R2

2
]) 2 ≥γ

若γ= 0 . 9 ,则 R = 2 . 44。由此可见 ,对一般非均

匀线段 ,依上述方法建立的置信域的面积偏大。

5 　多边形的置信域(环)

设多边形为连接 Q1 (μ1 , v1 ) , ⋯, Q n (μn ,

v n) 所得封闭折线 ,记为 Q1 Q2 , ⋯, Q nQ1 ,对真值

Q i (μi , v i ) 的测量值分别为 Pi ( X i , Y i ) , 其中

( X i , Y i) 服从 N (μi ,σ2
1 ; v i ,σ2

2 ;ρ) ,且 ( X1 , Y1 ) ,

( X2 , Y2) , ⋯, ( X n , Y n) 相互独立 ,多边形的置信

域可以如下方法构造。

如图 5 所示 ,以 ( X i , Y i) 为中心作椭圆 Ci

{ ( x , y) | ( x - Xi , y - Yi) B - 1( x - Xi , y - Yi)
T ≤R2}

以 Ci , Ci + 1的不交叉的公切线连接 Ci , Ci + 1 ,切

线与椭圆的各一侧所围部分记为 D i ,多边形的置

信域可表示为

F = ( ∪
n

i = 1
Ci) ∪( ∪

n

i = 1
D i)
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下面讨论置信域 F 的置信水平 P{ Q1 Q2 ,

⋯, Q nQ1 < F} 。

由图 5 及独立性的假定知 ,若 Q1 ∈C1 , Q2 ∈

C2 , ⋯, Q n ∈Cn

则

Q1 Q2 , ⋯, Q nQ1 < F

从而

P{ Q1 Q2 , ⋯, Q nQ1 < F} ≥

　P{ Q1 ∈C1 , Q2 ∈C2 , ⋯, Q n ∈Cn} =

　P{ Q1 ∈C1} P{ Q2 ∈C2} , ⋯, P{ Q n ∈Cn} =

　(1 - exp [ -
R2

2
]) n ≥γ

所以 ,若 R 满足

R ≥】- 2ln (1 -
n
γ)〈

则置信水平

P{ Q1 Q2 , ⋯, Q nQ1 < F} ≥γ

图 5 　多边形的置信域

Fig. 5 　The confidence region of a polygon

6 　算　例

文献[5 ]提供了 4 个特征点的误差椭圆的有

关参数 ,现以构成线元 1 ,3 的 4 个特征点为例 ,说

明置信域的可视化表示方法。设置信水平为γ=

0 . 9 ,特征点 Q1 , Q2 , Q3 , Q4 的测量值依次为

P1 (294 . 00 ,96 . 00) , P2 (298 . 00 ,121 . 00)

P3 (505 . 00 ,125 . 00) , P4 (498 . 00 ,103 . 00)

起算数据及置信域的有关参数分别列于表 1 及表

2 中。依表中相应参数绘得置信域如图 6。
表 1 　起算数据

Tab. 1 　The initial data

点号 σ2
1 σ2

2 σ12 φ a b

Q1 15. 84 15. 84 　0 . 00 0 3 . 98 3. 98

Q2 15. 84 15. 84 　0 . 00 0 3 . 98 3. 98

Q3 18. 91 8 . 71 - 8. 3 150 4 . 90 1. 90

Q4 18. 91 8. 71 　8. 3 30 4. 90 1. 90

表 2 　置信域主要参数

Tab. 2 　The main parameters of the conf idence region

类别 构成 γ R 特征

点 P3 0. 9 2 . 15 一般点

线 P1 P3 0. 9 2 . 26 均匀线段

多边形 P1 P2 P3 P4 P1 0. 9 2. 70 一般线段边界

图 6 　置信域

Fig. 6 　The confidence regions
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