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摘　要：论述最小二乘过程中有色噪声的处理方法，提出使用自回归模型对ＧＯＣＥ梯度观测值中的有色噪声进行时域滤

波，数值模拟结果验证该方法的有效性。利用数值模拟验证直接求逆方法和ＰＣＣＧ法求解大型法方程的有效性，后者的

效率远远高于前者。联合加入噪声（有色噪声和白噪声）的卫星重力梯度张量径向分量观测值Ｖｚｚ 和ＳＳＴ观测值，分别

使用空域最小二乘法和半解析法恢复１８０阶全球重力场模型，前者求解重力场模型的大地水准面和重力异常在１８０阶

次的精度分别为３．０１　ｃｍ和０．７５　ｍＧａｌ（１　ｍＧａｌ＝１０－５　ｍ／ｓ２），优于半解析法求解模型的精度。
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１　引　言

２１世纪初成功实施的ＣＨＡＭＰ（ｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇ
ｍｉｎｉｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｐａｙｌｏａｄ）和ＧＲＡＣＥ（ｇｒａｖｉｔｙ　ｒｅｃｏｖｅｒｙ
ａｎｄ　ｃｌｉｍａｔｅ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ）卫星重力探测计划以前
所未有的精度获得了重力场的中、长波信息，为实
现本世纪大地测量的宏伟目标———厘米级大地水
准面奠定了坚实的基础［１］。但由于已实施的卫星
重力探测模式以及重力场信号随高度上升快速衰

减特性的限制，恢复重力场模型的精度和分辨率
仍然很难满足许多地球相关学科的科学目标需

求［２］。ＥＳＡ负责实施的ＧＯＣＥ（ｇｒａｖｉｔｙ　ｆｉｅｌｄ　ａｎｄ
ｓｔｅａｄｙ－ｓｔａｔｅ　ｏｃｅａｎ　ｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎ　ｅｘｐｌｏｒｅｒ）卫星于

２００９年３月１７日成功发射（ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．ｅｓａ．

ｉｎｔ／ｅｓａＬＰ／ＥＳＡＹＥＫ１ＶＭＯＣ＿ＬＰｇｏｃｅ＿０．ｈｔｍｌ），
其采用ＳＧＧ（ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｇｒａｄｉｏｍｅｔｒｙ）技术
和 ＳＳＴ－ｈｌ（ｓａｔｅｌｌｉｔｅ－ｔｏ－ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｔｒａｃｋｉｎｇ　ｉｎ　ｔｈｅ
ｈｉｇｈ－ｌｏｗ　ｍｏｄｅ）技术相结合的测量模式，ＳＧＧ技
术的观测量为引力位的二阶导数，能在一定程度
上补偿重力场信号随高度产生的衰减，因此期望
获得更高精度和分辨率的重力场模型［３］。
自２０世纪７０年代以来，国内外学者和机构

对利用卫星重力梯度观测值恢复地球重力场的相

关理论与方法进行了大量的研究，并进行了大量
的数值分析与验证［４－１５］，主要是从空域法和时域
法出发讨论。空域法把观测值看做位置的函数，
其解算方法主要有积分法、最小二乘配置法、最小
二乘谱组合法、空域最小二乘法［４－５］。时域法是将



Ｄｅｃｅｍｂｅｒ　２０１１　Ｖｏｌ．４０　Ｎｏ．６　ＡＧＣＳ　 ｈｔｔｐ：∥ｘｂ．ｓｉｎｏｍａｐｓ．ｃｏｍ

观测值看做沿轨道的时间序列，使用倾角函数表
示球谐函数，解算方法一般有两种：时间域时域法
和半解析法（ｓｅｍｉ－ａｎａｌｙｔｉｃａｌ，ＳＡ）［４－５，９，１１］。空域最
小二乘法直接利用沿卫星轨道的观测值建立观测

方程，由经典的最小二乘方法求解。该方法不对
数据进行归算、格网化等处理，同时不需考虑数据
中断、跳跃等问题，因而可获得较精确的结果，并
提供求解参数完全的方差－协方差矩阵，是一种较
为严密的方法。但该方法在处理海量观测值，且
观测值中包含有色噪声时，恢复高阶次重力场模
型对计算机性能要求较高。空域最小二乘法是

ＥＳＡ最终利用ＧＯＣＥ卫星任务实测数据确定高
精度高分辨率全球重力场的方法之一［１３－１４］。本
文主要研究其由ＳＧＧ观测数据求解高阶卫星重
力场模型的相关理论、方法及算法。

２　数学模型

２．１　引力位的二阶导数
地心球坐标系下引力位的二阶导数ｆ（ｒ，θ，

λ）可表示成傅里叶级数形式［５］

ｆ（ｒ，θ，λ）＝∑
∞

ｍ＝０

［Ａｆｍ（ｒ，θ）ｃｏｓ　ｍλ＋Ｂｆｍ（ｒ，θ）ｓｉｎ　ｍλ］

（１）

式中，

Ａｆｍ（ｒ，θ）

Ｂｆｍ（ｒ，θ烍
烌

烎）
＝∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆ
ｎｍ（ｒ，θ）

珚Ｃｎｍ
珚Ｓ｛ｎｍ

ｒ、θ、λ分别表示地心球坐标的半径、地心余纬
（９０°－地心纬度φ）、地心经度；ｎ、ｍ 是球谐展开
的阶和次；珚Ｃｎｍ、珚Ｓｎｍ是正规化的ｎ 阶ｍ 次引力位
球谐系数；珚Ｐｎｍ（ｃｏｓθ）为完全规格化缔合勒让德函
数；Ａｆｍ（ｒ，θ）、Ｂｆｍ（ｒ，θ）为傅里叶系数；Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）为
其与引力位系数之间的转换系数，不同引力位函
数对应不同形式的傅里叶系数和转换系数。根据
局部指北坐标系（ｘ，ｙ，ｚ）的定义（ｘ轴指向北，

ｙ轴指向西，ｚ轴径向朝外）及其与地心球坐标（ｒ，

θ，λ）之间的关系，可推导出其中引力梯度张量球
谐级数展开式中傅里叶系数和转换系数的形式，

如表１所示，其中，λｎ＝ＧＭＲ
Ｒ（ ）ｒ

ｎ＋１
，ＧＭ 为地球

万有引力常数与地球质量的乘积，Ｒ是地球平均
半径。本文的模拟试算均在局部指北坐标系下进
行，该坐标系是ＧＯＣＥ任务实测梯度数据处理中
采用的坐标系之一。

表１　局部指北坐标系中引力梯度张量的６个分量所对应傅里叶系数和转换系数的形式

Ｔａｂ．１　Ｆｏｕｒｉｅｒ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ　ａｎｄ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｉｘ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　ｏｆ　ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ　ｇｒａｄｉｅｎｔ　ｔｅｎｓｏｒ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｌｏｃａｌ

ｎｏｒｔｈ－ｏｒｉｅｎｔｅｄ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｓｙｓｔｅｍ

Ｈｆｎｍ（ｒ，θ） Ａｆｍ（ｒ，θ） Ｂｆｍ（ｒ，θ）

Ｖｘｘ λｎ
ｒ２

珚Ｐ″ｎｍ（ｃｏｓθ）－（ｎ＋１）珚Ｐｎｍ（ｃｏｓθ（ ）） ∑
∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｃｎｍ 　∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｓｎｍ

Ｖｘｙ
λｎ
ｒ２ｍｓｉｎ

－１θ 珚Ｐ′ｎｍ（ｃｏｓθ）－ｃｏｔθ珚Ｐｎｍ（ｃｏｓθ（ ）） ∑
∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｓｎｍ －∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｃｎｍ

Ｖｘｚ λｎ
ｒ２
（ｎ＋２）珚Ｐ′ｎｍ（ｃｏｓθ） ∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｃｎｍ 　∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｓｎｍ

Ｖｙｙ
λｎ
ｒ２ ｃｏｔθ珚Ｐ′ｎｍ（ｃｏｓθ）－ ｎ＋１＋ｍ２ｓｉｎ－２（ ）θ 珚Ｐｎｍ（ｃｏｓθ（ ）） ∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｃｎｍ 　∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｓｎｍ

Ｖｙｚ
λｎ
ｒ２ｍ

（ｎ＋２）ｓｉｎ－１θ珚Ｐｎｍ（ｃｏｓθ） ∑
∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｓｎｍ －∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｃｎｍ

Ｖｚｚ λｎ
ｒ２
（ｎ＋１）（ｎ＋２）珚Ｐｎｍ（ｃｏｓθ） ∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｃｎｍ 　∑

∞

ｎ＝ｍ
Ｈｆｎｍ（ｒ，θ）珚Ｓｎｍ

　其中，珚Ｐ′ｎｍ（ｃｏｓθ）＝
珚Ｐｎｍ（ｃｏｓθ）
θ

；珚Ｐ″ｎｍ（ｃｏｓθ）＝
２珚Ｐｎｍ（ｃｏｓθ）
θ２

２．２　空域最小二乘法的数学模型及有色噪声
处理方法

从式（１）可看出卫星引力梯度观测值是卫星

位置和重力场模型参数的函数。从严格意义上
说，卫星位置和重力场参数都是未知的，因此观测
方程是非线性的，在实际使用中需要线性化以便

８９６
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同时求解位置和重力场参数。考虑到 ＧＯＣＥ任
务的精密定轨技术已经可达厘米水平，经验证

５ｃｍ的轨道误差对引力梯度张量观测值影响的最
大量级为０．０４ｍＥ，这相对于ＧＯＣＥ卫星重力梯
度仪在测量带宽内３ｍＥ的精度可忽略不计［３］，
因此可认为卫星位置已知。在引入正常引力场的
情况下，可建立如下观测方程

ΔΓｉｊ（Ｐ）＝Ｔｉｊ（Ｐ）＋εｉｊ （２）
式中，ΔΓｉｊ（Ｐ）表示引力梯度异常，是引力位梯度
与正常位梯度之差；Ｔｉｊ（Ｐ）为扰动引力梯度，εｉｊ表
示观测误差以及模型误差；Ｐ表示精密定轨技术
确定的卫星位置。式（２）中仅包含重力场位系数
参数，可由卫星轨道上每个点的观测值形成方程
组，将Ｔｉｊ（Ｐ）展开如式（１）的形式，则式（２）对应
的线性Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ观测模型和统计模型为

ｙ＝Ａｘ＋ε
Ｅ｛ｙ｝＝Ａｘ
Ｄ｛ｙ｝＝σ２０Ｑ＝σ２０Ｐ

烍
烌

烎－１
（３）

式中，ｙ表示梯度观测值向量，既可是引力梯度异
常的单个分量，也可是多个分量的组合；Ａ为设计
矩阵；ｘ表示位系数参数向量；ε为观测误差向量；

σ２０ 为单位权方差；Ｑ为观测值的误差协方差矩阵；

Ｐ为观测值的权。根据经典线性最小二乘原理可
求得式（３）的最优无偏估计解

ｘ^＝（ＡＴＰＡ）－１　ＡＴＰｙ （４）

ＧＯＣＥ任务梯度观测值中包含有色噪声，将
导致形成的误差协方差矩阵Ｑ不再是对角阵，且
随着观测量的增多，该矩阵维数不断增大，给直接
处理协方差矩阵（求逆、乘积等）带来困难，因而需
要找到合适的方法处理有色噪声带来的计算问

题。根据ＧＯＣＥ任务重力梯度测量误差的特性，
误差时间序列为广义平稳随机信号，若假设观测
值为周期的等间隔（空间）采样或者为格网点值，
则Ｑ是一个循环Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，但是Ｑ的逆将破
坏其原有的循环 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ结构。若将Ｑ分解为
两个三角矩阵的乘积Ｑ＝ＲＴＲ，根据矩阵运算规
律（ＲＴＲ）－１＝Ｒ－１（Ｒ－１）Ｔ、式（３）和式（４）可推导
出如下法方程

ＡＴ（ＲＴＲ）－１　Ａ^ｘ＝ＡＴ（ＲＴＲ）－１　ｙ （５）
令Ｆ＝（Ｒ－１）Ｔ，珚Ａ＝ＦＡ，珔ｙ＝Ｆｙ，其中珔ｙ为新

观测值，代入式（５）可得
珚ＡＴ珚Ａ^ｘ＝珚ＡＴ珔ｙ （６）

式（６）为观测值珔ｙ对应的法方程，根据协方
差传播率，其协方差矩阵珚Ｑ＝ＦＱＦＴ＝Ｉ为单位

阵，由此可看出最小二乘加权过程是一个去相
关（白噪声化）过程，以上的去相关过程适合于
任何协方差矩阵，但如果协方差矩阵拥有特殊
的结构，例如周期等间隔（空间）采样数据可使
协方差阵具有循环的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ结构，其分解矩阵

Ｒ和Ｆ将是三角Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，其与向量ｙ的乘
积可看做是矩阵Ｆ的第一列ｆ与该向量的卷
积，表示为

珔ｙ＝ｆ＊ｙ，　珔ｙ（ｉ）＝∑
ｉ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）ｙ（ｉ－ｋ），

ｉ＝１，…，ｎ （７）
该卷积过程可看做一个离散线性移不变系统，向
量ｆ 对应滤波器的脉冲响应。该过程可利用

ＦＦＴ算法快速计算（时域卷积在频域内为简单的
乘积），首先将时域内的时间序列转换到频域内，
滤波后再转换到时域内，该方法可为频域滤波；根
据信号处理理论中的相关定理，信号的自相关函
数与ＰＳＤ（ｐｏｗｅｒ　ｓｐｅｃｔｒａｌ　ｄｅｎｓｉｔｙ）成傅里叶变换
对，因此还可通过噪声特性构造时域滤波器，例如
基于 ＡＲ（ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ）模型的高通滤波器，这
样空域最小二乘中有色噪声的处理过程就变成了

一个时域滤波过程。
需要指出，求解高阶重力场模型的最小二乘

方法非常耗时，尤其是法方程的解算，本文将对直
接求 逆 法 和 ＰＣＣＧ（ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ　ｃｏｎｊｕｇａｔｅ
ｇｒａｄｉｅｎｔ）进行模拟比较，前者是对法方程矩阵严
格求逆，优点是可以获得参数的方差－协方差矩
阵（可表征求解参数的精度），后者通过迭代快
速解算法方程，但无法严格给出求解参数的精
度信息。

３　数值分析

３．１　滤波方法的分析与验证
为验证基于ＡＲ模型的时域滤波方法的有效

性，本文基于先验误差ＰＳＤ模拟了３０ｄ５ｓ采样
的有色噪声时间序列，其统计特性如表２所示，
统计量的单位为Ｅ（Ｅｔｖｓ），先验误差ＰＳＤ的解
析形式为［１６］

Ｓ（ｆ）＝
Ｓ０

１－ｅ－
ｆ
ｆ０

（８）

式中，Ｓ０＝３．２ｍＥ／槡Ｈｚ；ｆ０＝２７ｃｐｒ／Ｔｒ≈０．００５Ｈｚ，
ｃｐｒ（ｃｙｃｌｅｓ　ｐｅｒ　ｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎ）表示频率的单位；Ｔｒ
表示轨道每圈的旋转周期 （约为５　４００ｓ）。需要
指出，该表达式并未考虑频率大于０．１Ｈｚ的情

９９６
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况，其对应观测值的最小采样间隔为５ｓ。

表２　模拟有色噪声误差时间序列的统计结果

Ｔａｂ．２　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　ｃｏｌｏｒｅｄ　ｎｏｉｓｅ

ｔｉｍｅ　ｓｅｒｉｅｓ

周期

／ｄ
采样间隔

／ｓ
平均值

／Ｅ
最大值

／Ｅ
最小值

／Ｅ
均方差

（ＲＭＳ）／Ｅ

３０　 ５　 ０．００８　５　 ０．０９４　９ －０．０５９　２　０．０２８　９

本文取先验误差ＰＳＤ的倒数来构造 ＡＲ高
通滤波器，ＡＲ模型的最高阶取８　６４０，首先用先
验解析形式的误差ＰＳＤ的倒数计算自相关函数，
再利用得到的自相关函数计算ＡＲ模型的参数以
形成时域滤波器，利用其对模拟的噪声时间序列
进行滤波处理，为分析滤波的效果，验证该方法的
有效性，图１、图２和图３分别为滤波前后噪声时
间序列、分布图和协方差函数图。从图中可明显
看出，滤波前噪声时间序列具有一定的相关性，且
不具备正态分布特性，时间序列曲线呈现一定的
规律性，具有明显的有色噪声特性；滤波后噪声时
间序列呈现正态分布，且不存在相关性，其时间序
列分布也显示出随机噪声的特性。结果充分说明
采用构造的 ＡＲ滤波器对 ＧＯＣＥ梯度观测值有
色噪声的滤波非常有效，滤波过程是白噪声化的
过程，即消除噪声时间序列的相关性，这与２．２节
中的理论分析一致。

图１　滤波前（左）、后（右）的噪声时间序列

Ｆｉｇ．１　Ｎｏｉｓｅ　ｔｉｍｅ　ｓｅｒｉｅｓ　ｂｅｆｏｒｅ （ｌｅｆｔ）ａｎｄ　ａｆｔｅｒ
（ｒｉｇｈｔ）ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ

图２　滤波前（左）、后（右）噪声时间序列的分布

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｎｏｉｓｅ　ｔｉｍｅ　ｓｅｒｉｅｓ　ｂｅｆｏｒｅ（ｌｅｆｔ）

ａｎｄ　ａｆｔｅｒ（ｒｉｇｈｔ）ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ

图３　滤波前 （左）、后（右）噪声时间序列的协方差函数

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｎｏｉｓｅ　ｔｉｍｅ　ｓｅｒｉｅｓ　ｂｅｆｏｒｅ
（ｌｅｆｔ）ａｎｄ　ａｆｔｅｒ（ｒｉｇｈｔ）ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ

３．２　恢复１８０阶重力场模型的数值分析
为了分析空域最小二乘法求解 ＧＯＣＥ卫星

重力场的精度及运行效率，并将其与ＳＡ方法进
行比较，本文模拟了 ＧＯＣＥ任务２９ｄ的观测数
据，采样间隔为５ｓ，ＥＧＭ９６为轨道模拟的参考模
型，轨道倾角约为９６．７°，偏心率为０．００１，轨道的
平均高度为２４５ｋｍ，是一个近似重复轨道，选择

ＧＦＺ发布的ＥＩＧＥＮ＿ＣＧ０３Ｃ重力场模型模拟引
力梯度张量观测值，模型最高阶取至１８０。ＳＳＴ
观测值的模拟采用ＥＩＧＥＮ＿ＣＧ０３Ｃ模型计算沿
模拟卫星轨道的引力位来实现，模型的最高阶为

８０阶，加入方差为０．５ｍ２ｓ－２的白噪声，其相应于
方差为５ｃｍ的位置误差和１０－４　ｍ／ｓ的速度误
差。下面的数值分析仅以重力梯度的径向分量

Ｖｚｚ为例，其在引力梯度张量中量级最大，加入有
色噪声的统计特性如表２所示。
在使用空域最小二乘法求解地球重力场模型

之前，首先对直接求逆法和ＰＣＣＧ方法求解法方
程的有效性及软件模块性能进行测试，测试平台为

ＩＢＭ　Ｐ５－５７５，该小型机共有２４个６４位１．９ＧＨｚ的

ＰＯＷＥＲ５ＣＰＵ，测试数据选用不包含误差的引力
梯度张量观测值的径向分量Ｖｚｚ。需要指出本文
所采用的直接求逆法和ＰＣＣＧ方法均是在已形
成法方程的基础上进行的，对于由大量的观测数
据求解高阶重力场模型来说，形成法方程也是一
个非常耗时的过程，根据法方程的计算特性，可采
用多线程提高计算效率。基于直接求逆方法和

ＰＣＣＧ方法由无误差的观测值求得模型的阶误差
均方差如图４所示，图中实线表示ＥＩＧＥＮ＿ＣＧ０３Ｃ
模型的信号阶次方差均方差（下同），点虚线表示
直接求逆得到模型的阶误差均方差，短划线虚线
表示ＰＣＣＧ方法求得模型的阶误差均方差，前者
计算需要约１３ｄ，后者仅需３０ｍｉｎ经过２５次迭代
即可收敛。需要指出本文求解结果的比较均是相
对于ＥＩＧＥＮ＿ＣＧ０３Ｃ模型，对于模拟试算来说，其

００７
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相当于“真”实场，阶误差均方差的计算公式为

σｎ ＝

１
２ｎ＋１∑

ｎ

ｍ＝０

珚Ｃ（ＥＳＴ）ｎｍ －珚Ｃ（ＲＥＦ）（ ）ｎｍ
２＋ 珔Ｓ（ＥＳＴ）ｎｍ －珔Ｓ（ＲＥＦ）（ ）ｎｍ［ ］槡

２

（９）
式中，ｎ，ｍ为模型的阶次；上标‘ＥＳＴ’表示求解的
重力场模型，‘ＲＥＦ’表示“真”实重力场模型。
从图４中可看出，两种方法均能以较高的精

度（１０－１５～１０－１３）恢复位系数，求解模型的大地
水准面和重力异常误差均方差在纬度±８０°范围
内量级分别为１０－３　ｃｍ 和１０－４　ｍＧａｌ，在纬度

±９０°范围内量级分别为１０－２　ｃｍ和１０－２　ｍＧａｌ，
这说明求解结果受到了极区无观测数据的影响，
导致求解过程不稳定。从求解结果还可看出直接
求逆方法比ＰＣＣＧ方法更精确，但ＰＣＣＧ方法的
速度要快很多，虽然精度略有降低，但足以满足求
解的精度要求。需要指出，运算中并未使用任何
正则化技术，图中的阶误差均方差在接近１８０阶
处有跳跃，应该是高阶重力场数值不稳定性引
起的。

图４　利用直接求逆方法和ＰＣＣＧ方法求得模型的阶

误差均方差

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｇｒｅｅ　ｅｒｒｏｒ　ＲＭＳ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｍｏｄｅｌ　ｅｓｔｉｍａｔｅｄ

ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｄｉｒｅｃｔ　ｉｎｖｅｒｓｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ＰＣＣＧ　ｍｅｔｈｏｄ

基于包含误差（有色噪声和白噪声）的引力梯
度张量径向分量Ｖｚｚ和ＳＳＴ观测值，分别利用ＳＡ
方法和空域最小二乘法恢复重力场模型的阶误差

均方差，如图５所示，其中点虚线表示ＳＡ方法求
得模型的阶误差均方差，短划线虚线表示采用了

ＡＲ滤波的空域最小二乘法求得模型的阶均方
差，短划线－点虚线表示未采用滤波的空域最小二
乘法求得模型的阶均方差，对于ＧＯＣＥ卫星高阶
地球重力场的确定，由于极空白、重力场信号向下
延拓的误差放大、有色噪声等原因都将使最小二

乘的法方程具有较强的病态性，需要采用正则化
技术来稳定求解过程，本文采用Ｋａｕｌａ正则化方
法。形成法方程系数阵时采用时域滤波策略，分
别采用ＰＣＣＧ方法和直接求逆法求解，经比较求
解结果，发现在观测值包含误差的情况下，两种方
法解算的结果几乎一致，这进一步表明ＰＣＣＧ方
法求解法方程过程的快速有效性。限于篇幅，本
文未给出ＳＡ方法的数学模型及解算方法，其具
体实现及模拟计算结果可参阅文献［１７］。本文所
用观测值联合求解的方法是通过法方程矩阵加权

叠加实现的，即每一类观测值单独形成法方程矩
阵，最后进行法方程叠加。
从图中可看出，采用加权策略（使用ＡＲ滤波

实现），可大大改善求解结果的精度，在整个频谱
范围内均有很大提高，这也说明卫星重力梯度观
测值中大的低频误差不仅影响重力场求解的低频

部分。采用空域最小二乘方法求解的结果优于

ＳＡ方法的结果，位系数精度在２０到１２０阶的范
围有明显提高，显示出空域最小二乘法求解过程
的严密性。为了进一步比较求解模型的精度，
表３给出了两种方法求解模型的大地水准面和重
力异常误差统计结果。从表中可看出，不论是全
球还是局部范围内，空域最小二乘法求解模型的
精度均优于ＳＡ方法，尤其是全球的统计结果，这
说明了空域最小二乘法较ＳＡ方法求解更稳定，
受极空白区域的影响相对较小。虽然空域最小二
乘法求解模型的精度较ＳＡ方法有提高，但并没
有量级上的差异，大地水准面在±８０°范围内均为
几个厘米，重力异常的精度在１ｍＧａｌ以内，基本
达到ＧＯＣＥ任务的目标要求。

图５　由空域最小二乘法和ＳＡ方法求解模型的阶误差均

方差

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｇｒｅｅ　ｅｒｒｏｒ　ＲＭＳ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｍｏｄｅｌ　ｅｓｔｉｍａｔｅｄ　ｆｒｏｍ

ｓｐａｃｅ－ｗｉｓｅ　ＬＳ　ｍｅｔｈｏｄ　ａｎｄ　ＳＡ　ａｐｐｒｏａｃｈ
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表３　由空域最小二乘法和ＳＡ方法求解模型的大地水准面和重力异常误差统计

Ｔａｂ．３　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｇｅｏｉｄ　ｅｒｒｏｒ　ａｎｄ　ｇｒａｖｉｔｙ　ａｎｏｍａｌｙ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｍｏｄｅｌ　ｅｓｔｉｍａｔｅｄ　ｆｒｏｍ　ｓｐａｃｅ－ｗｉｓｅ　ＬＳ　ｍｅｔｈｏｄ　ａｎｄ　ＳＡ

ａｐｐｒｏａｃｈ

方法 比较参量 平均值 最大值 最小值 ＲＭＳ±８０° ＲＭＳ±９０°

空域最小二乘
大地水准面／ｃｍ　 ０．０１　 １４．００ －１４．５０　 ３．０１　 １７．００
重力异常／ｍＧａｌ　 ０．００　 ３．３１ －３．５４　 ０．７５　 ３．２４

ＳＡ
大地水准面／ｃｍ　 ０．０１　 ２９．５０ －３０．９０　 ３．９６　 ４３．７５
重力异常／ｍＧａｌ　 ０．００　 ６．９５ －７．０８　 ０．８９　 ７．０８

　　此外，在本文模拟计算的情况下，空域最小二
乘法以１１个ＣＰＵ同时计算大约需两周时间，同
样的求解条件下，ＳＡ 方法使用１个 ＣＰＵ 仅需

３ｈ，所需内存也远小于空域最小二乘法，可见ＳＡ
方法是一种快速有效的解算方法，但前面的分析
比较是在观测值具有连续采样、近似重复等特性
的基础上讨论的，若考虑数据有间断、非严格周期
等情况，ＳＡ方法受到模型误差的影响会增大，此
时可以预见空域最小二乘法相比ＳＡ方法应该有
更好的稳定性。

４　结　论

本文研究了空域最小二乘法求解高阶ＧＯＣＥ
卫星重力场的相关理论、方法与算法，提出基于

ＡＲ模型对最小二乘过程中的有色噪声进行滤波
处理，数值模拟结果说明了该方法的有效性。直
接求逆法和ＰＣＣＧ法用于法方程求解的数值比
较结果说明两者均能获得较高精度的解，ＰＣＣＧ
效率更高，但无法提供完全的方差－协方差矩阵。
基于含有误差（有色噪声和白噪声）的 ＧＯＣＥ卫
星任务模拟数据Ｖｚｚ和ＳＳＴ，分别利用空域最小
二乘法和ＳＡ方法分别恢复了１８０阶全球重力场
模型，前者求解模型的精度优于后者，但ＳＡ方法
所需的计算时间和资源都远小于空域最小二乘

法。在未知实测数据真实特性的情况下，很难预
见ＳＡ方法处理实测数据的性能，空域最小二乘
法是一种可用于ＧＯＣＥ实测数据处理的稳定和
较为严密的方法。需要指出，空域最小二乘法的
快速解算问题需要作进一步研究，在当前拥有的
计算机资源的条件下，若要对将来实测数据进行
处理（更长周期、多种类型的引力梯度观测值，包
括Ｖｘｘ、Ｖｙｙ等），研究并行算法在空域最小二乘解
算（法方程形成、滤波、求逆以及正则化等运算）中
的应用非常必要。
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