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圆的整数反走样生成算法

贾银亮，张焕春，经亚枝
南京航空航天大学自动化学院，南京 210016

摘 要:针对现有圆的反走样生成算法计算复杂，反走样效果一般的缺点，提出一种基于中点画圆法的整数反走样生

成算法。该算法根据像素中心到理想圆弧的距离来分配灰度，生成 64 级灰度的反走样圆弧。通过省略二次项来简
化计算，并用简单的计算修正省略带来的误差以保证精度。为了简化计算，提出相邻像素的灰度递推方法，利用整数
移位、加法、比较来实现反走样。该算法结构简单，反走样效果较好，由于避免了浮点和除法运算，便于硬件实现。
关键词: 圆弧; 反走样; 整数运算; 灰度

Integral algorithm for circle anti-aliasing

Jia Yinliang，Zhang Huanchun，Jing Yazhi
College of Automation Engineering，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 210016，China

Abstract: Anti-aliasing for circles is complex and the existing algorithms are not working satisfactory． To improve the
efficiency and the anti-aliasing effect，an integral algorithm is presented for circle anti-aliasing based on midpoint generating
algorithm． The new algorithm finds the grayscales of each pixel according to the distance between the center of the pixel and
the circle． A circle with a 64 levels grayscale can be drawn． The algorithm abandons the two-order epsilon and corrects the
error by simple calculations． We built a method to forecast the grayscale change between neighboring pixels using integer
shift，addition，and comparing without using floating-point and divisions，making it easy to implement the algorithm on
hardware． The results show that the anti-aliasing effect and its efficiency have been improved．
Key words: circle; anti-aliasing; integer operation; grayscale

0 引 言

随着计算机的发展，关系显示效果的计算机图

形技术得到了广泛的应用，各种图形算法越来越受

到重视。圆是最基本的图形之一，在显示时经常需
要大量绘制，由于圆的基础性和绘制的大量性，提高

其生成算法的效率或显示效果对画面的显示质量的

提升有直接影响，所以其生成算法的任何改进都显

得非常重要。目前，圆生成得到了深入研究，提出了
一些算法，其进一步改进的难度也很大。

光栅图形显示器是目前使用广泛的图形显示

器，其缺陷在于只能用若干像素来表示连续的理想

图形。例如理想的圆是连续的，而光栅显示器用一
系列离散的像素来表示一个圆，这将导致所显示的

圆呈现锯齿状，影响显示效果。这种用离散量表示
连续量引起的失真现象称为走样。减轻或者除去走
样现象的技术称为反走样［1］。
目前，直线反走样技术研究较深入，出现了一些

成熟的算法。由于圆方程是二次的，其反走样计算
比直线复杂得多，尚未有效率和效果都较好的圆反

走样算法［2］。本文对圆反走样技术进行研究，提出
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一种新的算法。该算法实现 64 级灰度的反走样，像
素的灰度计算准确，效果较好，并且计算简单，只需

要比较、移位和加法运算。

1 相关工作

1． 1 圆的生成算法
圆被定义为到给定中心位置距离为 R 的点集。

圆心位于原点的圆有 4 条对称轴 x = 0，y = 0，x = y
和 x = － y。若已知圆弧上一点( x，y) ，可以得到其
关于 4 条对称轴的其他 7 个点，这种性质称为圆的
八方向对称性。因此，只要扫描转换 1 /8 圆弧，就可
以求出整个圆。对于圆心位于原点，半径为 R 的

圆，本文只考虑从( 0，R) 到 R

槡2
，R

槡
( )2 的圆弧。

中点画圆法在同一列的两个像素之间的中点处

给出一个评估函数值，并据此在这两个像素中选择

更靠近理想圆弧的像素。如图 1 所示，如果 像素
P( xP，yP ) 是刚被选择的像素，那么下一个像素就要
在像素 E和 S之间选择，M( xP + 1，yP － 0． 5) 是它们
之间的中点。

图 1 中点画圆法的像素
Fig． 1 Pixels of midpoint generating algorithm

设函数 f( x，y) = x2 + y2 － R2。对于圆上的点，
函数值是 0; 对于圆内的点，函数值为负; 而对于圆
外的点，函数值为正。如果 M 在圆外，则 S 更靠近
圆。相反，如果 M在圆内，则 E更靠近圆。
选择像素是根据判定变量 d 的值，即函数 f( x，

y) 在中点 M处的值
dold = f( xP + 1，yP － 0． 5) =
( xP + 1) 2 + ( yP － 0． 5) 2 － R2

如果 dold ＜ 0，就选择像素 E，而下一个中点是

ME ( xP + 2，yP － 0． 5) ，从而得到
dnew = f( xP + 2，yP － 0． 5) =
( xP + 2) 2 + ( yP － 0． 5) 2 － R2

由于 dnew = dold + ( 2xP +3) ，因此，增量 ΔE = 2xP +3。
如果 dold≥0，就选择像素 S，而下一个中点是

MS ( xP + 2，yP － 1． 5) ，从而得到
dnew = f( xP + 2，yP － 3 /2) =
( xP + 2) 2 + ( yP － 3 /2) 2 － R2

由于 dnew = dold + ( 2xP － 2yP + 5 ) ; 可得到增量
ΔS = 2xP － 2yP + 5。

ΔE 和 ΔS 每一步都要变化，直接将上一步所选

择像素的 x和 y坐标值代入计算新的增量。由于计
算公式是线性的，其直接计算的开销并不大。
此算法的每次循环都做同样的两步: 第 1 步根

据上一次循环时所计算的循环变量 d值的符号选择
一个像素; 第 2 步根据所选择的像素计算增量 Δ，并
用它计算新的判定变量 d。
圆的起始像素是( 0，R)。由于下一个中点的位置

是( 1，R －0． 5) ，因此判定变量 d的初值为1． 25 －R。
Bresenham算法与中点算法类似，其计算量是

一样的。Wu和 Rokne提出的双步圆生成算法可以
提高效率，但是该算法并不是选择所有到理想圆弧

最近的像素。这些生成算法效率较高，但是没有反
走样，显示效果较差［3］。
1． 2 圆的反走样算法
常用的反走样技术有提高分辨率和区域采样。

提高分辨率可以减少灰度跳变的幅度。在视觉上，
显示出的图形比较平直光滑，但是存储器容量和扫

描转换时间都将大大增加。正因为增加分辨率的代
价非常大，所以这种方法使用较少。区域采样认为
图形对象有一定宽度，根据图形对象在每个像素上

的覆盖程度率来确定像素的灰度。由于区域采样的
反走样效果较好且增加的计算量不大，所以区域采

样是反走样的主流方法［4-6］。
Field提出一种方形区域采样实现圆弧反走样

的算法，该算法需要平方运算，计算量较大［7］。文
献［8-10］讨论了几种圆的反走样算法，通过像素到
理想圆弧的距离来分配灰度实现反走样，但是算法

复杂，计算量大，甚至需要浮点运算。
Wu和 Rokne 提出双点圆反走样算法，该算法

只使用整数运算，计算量少，但是该算法在最小和最

大灰度之间只能产生一个中间灰度级。当半径 R
为奇数时，生成的是一个类似角度平滑的四边形而
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不是圆，且在某些固定角度有像素点丢失现象［11］。
文献［12-13］对此算法作了些改进，减少了累加

误差值。当 R 为奇数时，生成的图形比较接近圆，
其生成的圆弧比前者的效果要好一些。但是改进后
的算法在某些固定角度仍有像素丢失，而且只能产

生 5 个中间灰度级，反走样效果一般。
文献［14］通过对目标像素与理想圆弧位置的

详细分析，以中点画圆法为基础建立了反走样算法。
根据中点画圆法中的误差控制参数、候选像素与理
想圆弧间的位置关系计算出精确距离，舍去作用较

小的高阶量，利用查表或区间二分检索法计算像素

的灰度。该算法号称仅使用整数基本运算，但计算
中要么需要除法和取整运算; 要么需要查表或检索，

实际上计算效率并不高。在实现 16 级灰度反走样
时，该算法的计算量尚可接受，进一步提高灰度级别

会大幅提高计算量，更关键的是直接舍去高阶量在

某些情况下误差较大，甚至改变灰度的符号导致选

择错误的像素。
总之，现有算法有的中间灰度级太少，反走样效

果一般，有的计算复杂，效率较低，且都不适于硬件

实现［15］。本文提出一种新的算法，该算法实现 64
级灰度的圆反走样并能扩展到更多灰度级，像素的

灰度计算准确，效果较好，且计算简单，只需要整数

比较、移位和加法运算，有利于硬件实现。

2 新的圆反走样算法

设像素灰度 g∈［1，64］，即实现 64 级灰度的反
走样，像素 E的灰度为 gE。中点画圆法在每一列上
选择距离理想圆弧最近的一个像素赋以最大灰度，

其他像素赋以最小灰度。为了减少像素灰度的跳变
幅度，新算法在每一列上选择距离理想圆弧最近的

两个像素。这两个像素的灰度和为最大灰度，根据
这两个像素中心到理想圆弧的距离来分配灰度。
由于一个像素的面积很小，为简化计算，将每一

列内部的圆弧看成直线段，如图 2 所示。以圆弧与像
素中心连线的交点 Q 处的切线来代表这一段圆弧。
从图 2可见，两个像素中心到切线的距离比和两个像
素中心沿 y 方向到达中点 Q的长度比 l1 ∶ l2 相同，本
文将通过计算 l1 ∶ l2 来得到像素的灰度。图 2 中，
l1 ∶ l2 =2 ∶ 3，设最大灰度为 gmax，则图中上方像素的灰
度为 0． 6 × gmax，下方像素的灰度为 0． 4 × gmax。

图 2 根据距离分配灰度
Fig． 2 Assign grayscale according to the distance

在中点画圆法中，像素 P( xP，yP ) 是已确定的像
素，在判定下一个像素时，若判定变量 d ＜ 0，如
图 3( a) ，像素 E是最接近理想直线的。先考虑理想

图 3 圆弧的不同位置
Fig． 3 Position of circle
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圆弧为图 3( a) 中实线的情况。由于交点 Q在圆上，
所以式( 1) 成立。

( xP + 1) 2 + ( yP － l1 )
2 － R2 = 0 ( 1)

而像素 E、S的中点 M的判定变量满足
d = ( xP + 1) 2 + ( yP － 0． 5) 2 － R2 ( 2)

将式( 2) 代入式( 1)

l1 = d － 0． 125
2yp

+ 1
2 +

l21 － 0． 125
2yp

显然，此时像素 E、S 距理想圆弧最近，像素 S
的灰度应为 gmax × l1，像素 E 的灰度应为 gmax － gS。
由于像素 E最接近理想圆弧，所以 l1∈［0，0． 5) ，则
l21 － 0． 125

2yp
∈ － 1

16yp
，116y[ )

p
。

像素最大灰度 gmax = 64，若 yP≥4，则 64 ×
l21 － 0． 125

2yp
∈ ［－ 1，1) 。在这种情况下，省略

l21 － 0． 125
2yp
带来的误差不超过 1个灰度单位，可以用

l1 = d － 0． 125
2yp

+ 1
2 来计算灰度以简化计算。

这里假设 yP≥4，即要保证 R≥7。若 R ＜ 7，像
素的灰度计算误差将超过 ± 1，但此时误差仍较小，
而且由于半径较小时，各种算法生成的圆更接近多

边形，所以灰度误差造成的影响有限，不会影响反走

样效果。
此时

gS = 32d － 4
yp

+ 32， gE = 64 － gS

由判定变量的定义，d = ( yP － 0． 5 ) 2 － ( yP －
l1 )

2，因为 l1∈［0，0． 5) ，所以 d∈［0． 25 － yP，0) 。
若理想圆弧为图 3 ( a) 中虚线的情况，则像素

E、G最接近理想圆弧，有式( 3) 成立。
( xP + 1) 2 + ( yP + l2 )

2 － R2 = 0 ( 3)
将式( 2) 代入式( 3) ，得

l2 = － d － 0． 125
2yp

－ 1
2 －

l22 － 0． 125
2yp

像素 E最接近理想圆弧，所以 l2∈( 0，0． 5］，则
l22 － 0． 125

2yp
∈ － 1

16yp
，116y( ]

p

，可以省略。此时 gG =

－ 32d － 4
yp

－ 32，gE = 64 － gG。

由判定变量的定义，d = ( yP － 0． 5 ) 2 － ( yP +
l2 )

2，因为 l2∈ ( 0，0． 5］，所以 d∈［－ 2yP，0． 25 －

yP ) 。
若判定变量 d≥0，则如图 3 ( b) 所示。先考虑

理想圆弧为图 3( b) 中实线的情况，像素 S、E最接近
理想圆弧，有式( 4) 成立。

( xP + 1) 2 + ( yS + l3 )
2 － R2 = 0 ( 4)

而像素 S、E的中点 M的判定变量满足
d = ( xP + 1) 2 + ( yS + 0． 5) 2 － R2 ( 5)

将式( 5) 代入式( 4)

l3 = － d － 0． 125
2yS

+ 1
2 －

l23 － 0． 125
2yS

由于像素 S 最接近理想圆弧，所以 l3∈ ( 0，

0. 5］，则
l23 － 0． 125

2yS
∈ － 1

16yS
，

1
16y( ]

S
，可以省略。此

时 gE = 32 － 32d － 4
yS
，gS = 64 － gE。

由判定变量的定义，d = ( yP － 0． 5 ) 2 － ( yS +
l3 )

2，因为 l3 ∈ ( 0，0． 5］，yS = yP － 1，所以 d∈
［0，yP － 0． 75) 。
若理想圆弧为图 3 ( b) 中虚线的情况，则像素

S、T最接近理想圆弧，有式( 6) 成立。
( xP + 1) 2 + ( yS － l4 )

2 － R2 = 0 ( 6)
将式( 5) 代入式( 6) ，得

l4 = d － 0． 125
2yS

－ 1
2 +

l24 － 0． 125
2yS

由于像素 S 是最接近理想圆弧，所以 l4∈［0，

0. 5) ，则
l24 － 0． 125

2yS
∈ － 1

16yS
，

1
16y[ )

S
，可以省略。此

时 gT =
32d － 4

yS
－ 32，gG = 64 － gT。

由判定变量的定义，d = ( yP － 0． 5 ) 2 － ( yS －
l4 )

2，因 l4∈［0，0． 5) ，故 d∈( yP － 0． 75，2yP － 2］。
根据以上推导，圆的反走样算法可以这样设计:

当 0． 25 － yP≤d ＜ 0 时，选择 E( xP + 1，yP ) 和 S( xP +

1，yP － 1) ，灰度分别为 gS =
32d － 4

yP
+ 32，gE = 64 －

gS ; 当 d ＜ 0． 25 － yP 时，选择 E ( xP + 1，yP ) 和

G( xP + 1，yP + 1) ，灰度分别为 gG = － 32d － 4
yP

－ 32，

gE = 64 － gG ; 当 0≤d ＜ yP － 0． 75 时，选择 E( xP + 1，
yP ) 和 S ( xP + 1，yP － 1 ) ，灰度分别为 gE = 32 －
32d － 4

yS
，gS = 64 － gE ; 当 d≥ yP － 0． 75 时，选择

S( xP + 1，yP － 1) 和 T ( xP + 1，yP － 2 ) ，灰度分别为
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gT = 32d － 4
yS

－ 32，gS = 64 － gT。

在计算像素灰度的同时，按照中点画圆法递推 d
的下一个值，而 d的初值为 1． 25 － R。圆弧第一列的
两个像素( 0，R) 、( 0，R －1) 的灰度分别为 64和 1。

3 圆反走样算法的简化

按照上面的推导，可以通过加、比较和乘除运算
完成圆弧的反走样。但是小数乘除法比较复杂，不
利于提高效率和硬件实现，下面考虑如何消除这些

相对复杂的运算。
设判定变量 c = 32d。当 8 － 32yP≤c ＜ 0 时，选

择 E和 S; 当 c ＜ 8 － 32yP 时，选择 E和 G; 当 0≤c ＜
32yP － 24 时，选择 E和 S; 当 c≥32yP － 24 时，选择 S
和 T。
在计算像素灰度的同时，递推 c的下一个值，而

c的初值为 40 － 32R。
cnew = cold + 32( 2xP + 3) cold ＜ 0
cnew = cold + 32( 2xP － 2yP + 5) cold ≥ 0
经过处理后算法变成了整数运算，接下来通过

递推来消去除法运算。
圆弧上相邻像素的位置关系有图 4 中的 4 种，

图中每列只画出了最接近理想圆弧的像素。像素
W、U的灰度已计算好，现计算像素 V的灰度。圆弧
上相邻像素的灰度变化是有规律的，可以利用这种

规律建立灰度变化量的递推公式，即通过像素 W、U

图 4 相邻像素的不同位置
Fig． 4 Position of neighbouring pixels

的灰度变化，求像素 U、V 的灰度变化，进而求出 V
的灰度。
如图 4 ( a ) 中的情况，求 V 的灰度需要求

cV － 4
yV
。设 aV =

cV － 4
yV
，bV = 2xW + 3。根据中点画圆

算法，不难得到

aV =
cU + 32b － 4

yU
= aU + 32b

yU

由于 Δb = 2，有式( 7) 成立

ΔaV = 32b
yU

= ΔaU + 64
yU

( 7)

若相邻像素如图 4( b) 中的情况，根据中点画圆
算法

aV =
cV － 4
yV

=
cU + 32( 2xW － 2yW + 5) － 4

yU
=

aU + 32b
yU

－ 64

由于 Δb = 2，有式( 8) 成立

ΔaV = ΔaU + 64
yU

－ 64 ( 8)

利用式( 7 ) ( 8 ) ，可以为灰度建立递推公式，利用
ΔaU，区分图 4( a) ( b) 的不同情况，算出灰度改变量
的增量，得到 ΔaV，进而算出像素 V 的灰度值。以
图 4( a) 情况为例，设 α、β 是 64 / yU 的商和余数; γ、
δ是 Δa的商和余数; ε、η 是 a 的商和余数。β、δ 是
对 yU 的余数，所以 β + δ∈［0，2yU － 2］，同理 η + δ
∈［0，2yU － 2］。在计算新的像素灰度时，先计算
ΔaV 的商和余数，即

γV = α + γU

δV = β + δU

β + δU ＜ yU

γV = α + γU + 1

δV = β + δU － yU
β + δU ≥ yU

接下来计算 aV
εV = εU + γV

ηV = ηU + δ{
V

ηU + δV ＜ yU

εV = εU + γV + 1

ηV = ηU + δV － y{
U

ηU + δV ≥ yU

得到 aV 就可以算出像素 V的灰度了。
若相邻像素如图 4 ( c) 中的情况，同样需要求

aV，
cV － 4
yV + 1 的商 ε 和余数 η 可以用式( 7 ) 得到，而

cV － 4
yV

= ε + ε + η
yV
。设 ε + η

yV
的商和余数是 μ、ν。
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由于像素灰度 g∈［1，64］，若为图 3 ( b) 中实线的情
况，不难得到 μ ＜6。为了避免除法和取整，定义整形
变量 k，先求 k = ( ε + η) － ( yV1) － yV ( 1 指左移
1位) 。若 k ＜0，再求 k = ( ε + η) － ( yV1) ，若此时
k≥0，则 μ = 2，ν = k，否则再判断( ε + η) 与 yV 的关
系，若此时( ε + η) ＜ yV，则 μ = 0，ν = ε + η，否则
μ =1，ν = ε + η － yV ; 若 k≥0，再求 k = k － yV，若此时
k ＜0，则 μ = 3，ν = k + yV，否则再判断 k 与 yV 的关
系，若此时 k ＜ yV，则 μ = 4，ν = k，否则 μ = 5，ν =
k － yV。
图 3( b) 中虚线的情况与之类似，不再叙述。总

之，可以通过二、三次比较求得 aV，从而求出该像素
的灰度。而 ΔaV 也可以用类似方法求出，从而为新
像素行的灰度递推做好准备。64 / yV 的商 α、余数 β
可以用下式计算:

αnew = αold

βnew = αold + β{
old

αold + βold ＜ yV

αnew = αold + 1

βnew = αold + βold － y{
V

αold + βold≥yV

若相邻像素的判定变量如图 4( d) 中的情况，可

以用式 ( 8 ) 得到
cV － 4
yV + 1 的商 ε 和余数 η，再用

图 4( c) 中的方法得到
cV － 4
yV
。

圆弧第 1 列的两个像素( 0，R) 、( 0，R － 1) 的灰

度分别为 64 和 1，Δa 的初值为 32
R，可以用图 4 ( c)

中的方法求得，
64
y 的初值

64
R 可以一并求出。

按以上推导，可以为灰度建立递推公式，利用

ΔaU，区分图 4 的不同情况，算出灰度改变量的增
量，得到 ΔaV，从而算出新的灰度值。

4 算法比较

本文提出的算法基于中点画圆法，每次循环可

以求出一对像素的灰度。一次循环需要先求灰度变
化量，再求像素的灰度，平均分别需要 3 次加法和 1
次比较。每个像素行的起始像素在计算时平均还需
要额外的 5 次比较和一些相应计算，由于这些起始
像素数量较少，所以总的计算量不大。
对本文算法进行了各种参数的 64 级灰度圆弧

绘制，与利用浮点运算直接计算像素灰度比较，二者

的误差不超过 1 个灰度级，反走样效果较好。相比
之下，尽管文献［12-13］给出了反走样圆的双点算
法，计算量较小，但分别只有 3 个和 7 个灰度级，达
不到实际应用的程度。文献［14］虽然能得到多级
像素灰度，但是灰度是粗略的估计值，甚至可能选择

错误的像素，且计算量较大。本文的算法通过整数
加、位移和比较，建立了相邻像素的灰度递推关系，
计算比文献［14］简单而效果更好。具体反走样效
果比较见图 5，图中自上而下分别是同一段 1 /8 圆
弧，在未反走样，用文献［11］算法和本文算法分别
实现后的照片对比。显然本文算法生成的圆弧视觉
效果较好。

图 5 反走样效果比较
Fig． 5 Compare of the antialiasing effect

5 结 论

提出一种新的圆反走样算法。该算法建立了相
邻像素之间坐标和灰度的递推公式，只使用整数移

位、加法和比较来生成一条 64 级灰度的反走样圆
弧，计算简单，并可以扩展到更多的灰度级。通过运
行验证，与原有算法相比，新算法更快地生成反走样

圆弧，提高了反走样效果，且新算法可以在诸如

FPGA的硬件设备上运行。
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