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圆弧标准型有理三次 Bézier表示的内在性质研究

杭后俊，李汪根
( 安徽师范大学数学计算机科学学院，芜湖 241000)

摘 要: 给出圆弧带参数的标准型有理三次 Bézier表示的一种实用形式，讨论参数对内控制点、两内权因子及肩点
的影响。详细分析该参数与圆弧非标准型二次 Bézier表示下的权因子之间的内在关系，参数值的变化对应了一个
有理线性参数变换。最后讨论了圆弧标准型有理三次 Bézier表示的反算问题。
关键词: 有理 Bézier曲线; 圆弧表示; 肩点; 权因子; 有理参数变换

Investigation of inner properties of the standard-form cubic
rational Bézier representation of circular arcs

Hang Houjun，Li Wanggen
( School of Mathematics and Computer Science，Anhui Normal University，Wuhu 241000 China)

Abstract: A practical way of representing circular arcs with standard-form cubic rational Bézier curves containing a
parameter is presented． The parameter affecting the control points，weights and shoulder points is discussed． The inner
relation between the parameter and the weights of representing circular arcs with nonstandard-form quadratic rational Bézier
curves is analyzed in detail． Modifing the parameter value corresponds to a rational linear parameter transformation．
Finally，we discuss the inverse calculation of the standard-form cubic rational Bézier representation of circular arcs．
Keywords: Rational Bézier curves; representation of circular arcs; shoulder point; weights; rational
parameter transformation

0 引 言

NURBS方法把二次圆锥曲线和自由曲线的表
示统一起来，通过权因子对曲线( 曲面) 形状进行灵

活调节［1-5］，有效克服了非有理 Bézier 和非有理 B
样条方法的不足。在工程应用中，常常会遇到将自
由曲线和圆锥曲线进行拼接的情况，因此考虑圆锥

曲线尤其是圆弧的标准型有理高次 Bézier表示的问
题具有实际意义。王国瑾等人［6］、秦开怀等人［7］详
细讨论了中心角为 0 ＜ θ ＜ 4π /3的圆弧，指出同一

圆弧可有无限多种有理三次 Bézier 表示，并给出了
两内 Bézier点的具体构造方法，给出的计算公式是
由圆弧上点 s的 x，y坐标来表示。李强等人［8］在已
知 3 个型值点的条件下，直接给出在标准型下由型
值点坐标表示的两内顶点及其权因子公式，从而得

到圆弧曲线。但上述方法给出的在标准型下两内顶
点及其权因子计算公式的意义不明显，很难看出在

同一圆弧不同的标准型有理三次 Bézier表示下两内
权因子、两内顶点之间的内在关系以及肩点的位置
是如何变化的等。刘书等人［9］在文献［6］的基础上
研究了常用三次 /四次圆弧有理 Bézier 表示的参数
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化问题，给出了参数正算和反算的几何解法，给出

了适合应用的圆弧有理三次、四次 Bézier 表示的计
算参数，其中参数反算使用了二分几何搜索算法。
胡倩倩等人［10］则进一步讨论了有理圆锥曲线段参

数的几何意义，用代数和几何方法得到用有理三次

Bézier曲线表示的圆锥曲线上的点与其参数域上的
点所对应的函数关系等。我们知道，对同一圆弧，既
可以由改变其非标准型有理二次 Bézier表示下的首
末权因子之比来改变圆弧的参数化状况，也可以由

改变圆弧的标准型有理三次 Bézier表示下的两内顶
点及其权因子来改变其参数化状况，那么这两者之

间存在什么关系呢? 同一圆弧不同的标准型有理三

次 Bézier表示之间存在什么关系? 与一个怎样的有
理线性变换相联系? 等等问题，文献［9-10］并没有
解决。
本文深入讨论圆弧标准型有理三次 Bézier 表示

的内在性质。首先，给出圆弧一个带参数 λ 的标准
型有理三次 Bézier实用表示，让 λ 在一定范围内变
化，就可以得到同一圆弧不同的标准型有理三次

Bézier表示，揭示了在同一圆弧不同的标准型有理
三次 Bézier表示下两内权因子、两内顶点之间的内
在关系以及肩点位置变化规律。其次，找到参数 λ
与圆弧非标准型二次有理 Bézier表示下的权因子之
间的关系式，将同一圆弧不同的标准型有理三次

Bézier表示之间的关系与一个有理线性参数变换联
系起来。最后，讨论两种反算问题: 已知圆弧的标准
型有理三次 Bézier表示，反求圆弧上一点的参数值;
给定圆弧上一点的参数值，反求对应的标准型有理

三次 Bézier表示，并给出具体的应用实例。

1 标准型有理三次 Bézier 曲线表示
圆弧的一种实用方法

对圆弧标准型有理三次 Bézier表示进行详细研
究，得到一种实用的表示形式。
设 b0，b1，b2 为圆弧( 中心角为 0 ＜ θ ＜ 4π /3 )

有理二次 Bézier 表示下的控制点，则可以用如下带
参数的标准型有理三次 Bézier方程表示圆弧。

P( u) =
Σ
3

j = 0
ω jb

*
j Bj，3 ( u)

Σ
3

j = 0
ω jBj，3 ( u)

0 ≤ u≤ 1 ( 1)

式中，b*
0 = b0，b

*
3 = b2，ω0 = ω3 = 1，

b*
1 =
［1 + 2λcos θ

2 ( 1 + 2cos θ
2 ) ］b0

1 + 2cos θ
2

+

［2cos θ
2 － 2λcos θ

2 ( 1 + 2cos θ
2 ) ］b1

1 + 2cos θ
2

b*
2 =

( 1 － λ( 1 + 2cos θ
2 ) ) b2

( 1 + 2cos θ
2 ) ［1 － λ( 1 － 4cos2 θ

2 ) ］
+

( 2cos θ
2 + 4λcos2 θ

2 ( 1 + 2cos θ
2 ) ) b1

( 1 + 2cos θ
2 ) ［1 － λ( 1 － 4cos2 θ

2 ) ］

ω1 = 1
3

1 + 2cos θ
2

1 － λ( 1 + 2cos θ
2 )

×

3

1 － λ( 1 + 2cos θ
2 )

1 + 2λcos θ
2 ( 1 + 2cos θ

2槡 )

ω2 = 1
3

( 1 + 2cos θ
2 ) ［( 1 － λ( 1 － 4cos2 θ

2 ) ］

1 + 2λcos θ
2 ( 1 + 2cos θ

2 )
×

3

1 + 2λcos θ
2 ( 1 + 2cos θ

2 )

1 － λ( 1 + 2cos θ
2槡 )

λ∈

－ 1

2cos θ
2 ( 1 + 2cos θ

2 )
， 1

1 + 2cos θ






2
0 ＜ θ ＜ π

－ ∞， 1

1 － 4cos2 θ






2

π≤ θ ＜ 4π











 3

需要指出的是，当 θ = π 时，内顶点 b1 在无穷

远处，可以通过引入一个垂直于 b2 － b0 ，模长等于

半径的方向向量 b，方向向量 b 可以看做内顶点 b1

在无穷远处时 ( b1 － b0 ) cos
θ
2 或 ( b1 － b2 ) cos

θ
2 的

极限，即

lim
θ = π
( b1 － b0 ) cos

θ
2 = b或lim

θ = π
( b1 － b2 ) cos

θ
2 = b

对式( 1) 两边取上述极限即得 θ = π 圆弧的两
内控制点及内权因子
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b*
1 = b0 + 2( 1 － λ) b，

b*
2 = b2 +

2
1 － λ

b

ω1 =
1

3
3
( 1 － λ)槡 2

( 2)

ω2 =
1
3

3

( － λ)槡 2 － ∞ ＜ λ ＜ 1

如图 1 所示。

图 1 θ = π圆弧的有理三次 Bézier表示
Fig． 1 θ = π circular arcs from cubic

rational Bézier curves

考察由控制点 b0 ( 0，0) ，b1 ( 1，槡3) ，b2 ( 2，0) ，

内权因子等于 cos π
3 所定义的标准型有理二次

Bézier曲线，它是中心角等于2π3 的圆弧。由式( 1 )

可求出其带参数的标准型有理三次 Bézier表示下的
控制点及权因子为

b*
0 = b0，b

*
1 =
( 1 + 2λ) b0 + ( 1 － 2λ) b1

2 ，

b*
2 =
( 1 － 2λ) b2 + ( 1 + 2λ) b1

2 ，b*
3 = b2 ;

ω0 = ω3 = 1， ω1 = 2
3( 1 － 2λ)

3 1 － 2λ
1 + 2槡 λ
，

ω2 = 2
3( 1 + 2λ)

3 1 + 2λ
1 － 2槡 λ λ∈ － 1

2 ，( )1
2
。

图 2 为 λ 分别取 － 0． 3，－ 0． 25，0，0． 2，0． 4 时
对应的控制点位置和肩点位置。表 1 为相应的控制
点位置、权因子的值以及肩点的变化情况。
考察由控制点 b0 ( 0，0) ，b2 ( 2，0) 和方向向量

b = { 0，1} 定义的半圆弧。由式( 2 ) 可求出其带参
数的标准型有理三次 Bézier表示下的控制点及权因
子为

b*
0 = b0，b

*
1 = b0 + 2( 1 － λ) b，

b*
2 = b2 + 2

1 － λ
b，b*

3 = b2 ;

ω0 = ω3 = 1， ω1 = 1
3

3
( 1 － λ)槡 2

，

ω2 = 1
3

3
( 1 － λ)槡 2 λ∈ ( － ∞，1) 。

图 2 参数 λ的一组值对应的控制点及肩点位置( 1)
Fig． 2 Cntrol points and shoulder point that

correspond to a set of λ ( 1)

表 1 参数 λ对控制点、权因子以及肩点的影响( 1)
Tab． 1 Parameter affecting the control points，

weights and shoulder point( 1)

控制点 权因子 肩点

λ = － 0． 3 b0，b51，b52，b2
ω1 = 0． 661 4

ω2 = 1． 049 9
A( 1． 297 6，0． 538 3)

λ = － 0． 25 b0，b41，b42，b2
ω1 = 0． 641 0

ω2 = 0． 924 5
B( 1． 238 8，0． 552 4)

λ = 0 b0，b31，b32，b2
ω1 = 0． 666 7

ω2 = 0． 666 7
C( 1，0． 577 4)

λ = 0． 2 b0，b21，b22，b2
ω1 = 0． 837 7

ω2 = 0． 631 6
D( 0． 814 2，0． 562 3)

λ = 0． 4 b0，b11，b12，b2
ω1 = 1． 602 5

ω2 = 0． 770 4
E( 0． 550 9，0． 486 4)

图 3 为 λ分别取 － 0． 45，－ 0． 25，0，0． 2，0． 3 时
对应的控制点位置和肩点位置。表 2 为相应的控制
点位置、权因子的值以及肩点的变化情况。
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图 3 λ的一组值对应半圆弧的控制点及肩点位置( 2)
Fig． 3 Cntrol points and shoulder point that

correspond to a set of λ ( 2)

表 2 参数 λ对控制点、权因子以及肩点的影响( 2)
Tab． 2 Parameter affecting the control points，

weights and shoulder point( 2)

控制点 权因子 肩点

λ = － 0． 45 b0，b51，b52，b2
ω1 = 0． 260 2

ω2 = 0． 427 0
E( 1． 123 2，0． 992 4)

λ = － 0． 25 b0，b41，b42，b2
ω1 = 0． 287 3

ω2 = 0． 386 8
D( 1． 074 2，0． 997 2)

λ = 0 b0，b31，b32，b2
ω1 = 0． 333 3

ω2 = 0． 333 3
C( 1，1)

λ = 0． 2 b0，b21，b22，b2
ω1 = 0． 386 8

ω2 = 0． 287 3
B( 0． 925 8，0． 997 2)

λ = 0． 3 b0，b11，b12，b2
ω1 = 0． 422 8

ω2 = 0． 262 8
A ( 0． 881 7，0． 993 0)

圆弧带参数的标准型有理三次 Bézier曲线表示
具有以下基本性质:

1) 当 λ = 0 时，即为标准型有理二次 Bézier 表
示下对带权控制顶点

B0 =［b0，1］，B1 =［b1cos
θ
2 ，cos

θ
2 ］，B2 =［b2，1］

按非有理 Bézier曲线的升阶公式进行升阶后所得 4
带权控制顶点在 ω = 1 平面上的投影所得的标准型
有理三次 Bézier表示。

2) 当 λ的取值越接近 1

1 + 2cos θ
2

( 当 0 ＜ θ ＜ π

时) 或
1

1 － 4cos2 θ
2

( 当 π ＜ θ ＜ 4π /3 时) ，控制点

b*
1 越靠近 b0，b

*
2 就越靠近 b1 ; 当 λ 的取值越接近

－ 1

2cos θ
2 1 + 2cos θ( )2

( 当 0 ＜ θ ＜ π 时) 或 － ∞

( 当 π ＜ θ ＜ 4π /3 时) ，控制点 b*
2 越靠近 b2，b

*
1 就

越靠近 b1 。

3 ) ω1 在 区 间
－ 1

2cos θ
2 1 + 2cos θ( )



 2

，

－
1 － cos θ

2

3cos θ
2 1 + 2cos θ( )




2

( 当 0 ＜ θ ＜ π 时) 或

－ ∞，－
1 － cos θ

2

3cos θ
2 1 + 2cos θ( )









2

( 当 π ＜ θ ＜ 4π /3

时) 上严格单减; 在区间 －
1 － cos θ

2

3cos θ
2 1 + 2cos θ( )




 2

，

1

1 + 2cos θ


2
( 当 0 ＜ θ ＜ π 时 ) 或

－
1 － cos θ

2

3cos θ
2 1 + 2cos θ( )2

， 1

1 － 4cos2 θ









2

( 当 π ＜

θ ＜ 4π /3 时 ) 上 严 格 单 增; 在 λ0 =

－
1 － cos θ

2

3cos θ
2 1 + 2cos θ( )2

时取得最小值 cos
2
3 θ
2 。

4 ) ω2 在 区 间
－ 1

2cos θ
2 1 + 2cos θ( )



 2

，

1 － cos θ
2

1 + 2cos θ( )2 1 + 2cos2 θ( )



2

( 当 0 ＜ θ ＜ π时) 或

－ ∞，
1 － cos θ

2

1 + 2cos θ( )2 1 + 2cos2 θ( )








2

( 当 π ＜ θ ＜

4π /3 时 ) 上 严 格 单 减; 在 区 间



第 12 期 杭后俊等: 圆弧标准型有理三次 Bézier表示的内在性质研究 2195

1 － cos θ
2

1 + 2cos θ( )2 1 + 2cos2 θ( )2

， 1

1 + 2cos θ









2

( 当

0 ＜ θ ＜ π 时) 或
1 － cos θ

2

1 + 2cos θ( )2 1 + 2cos2 θ( )



 2

，

1

1 － 4cos2 θ


2
( 当 π ＜ θ ＜ 4π /3时) 上严格单增; 在

λ0 =
1 － cos θ

2

1 + 2cos θ( )2 1 + 2cos2 θ( )2

时取得最小值

cos
2
3 θ
2 。

5) 当 θ = π时，ω1是 λ的单增函数，ω2是 λ的
单减函数。

6 ) 当 0 ＜ θ ＜ 4π /3但 θ≠π时，λ的取值越大，
此时尽管 ω1，ω2 都越来越大，但增长的速度不同，

ω1  ω2 ; 当 λ的取值越小，此时尽管 ω1，ω2 都越来

越大，但增长的速度不同，ω2  ω1 。图 4 是

θ = 2 /3π时 ω1，ω2的比值曲线图，其中实线为
ω1

ω2
曲

线图，虚线为
ω2

ω1
曲线图。

图 4 两内权因子比值曲线图 ( θ = 2 /3π)
Fig． 4 Ratio curves of inner weights ( θ = 2 /3π)

2 λ值的变化对应有理线性参数变换

分两种情况来讨论。
1) 当 0 ＜ θ ＜ 4π /3但 θ≠ π时，设圆弧的非标
准型有理二次 Bézier表示为

p( u) =
Σ
2

j = 0
ω j b jBj，2 ( u)

Σ
2

j = 0
ω jBj，2 ( u)

0 ≤ u≤ 1

令
Σ
2

j = 0
ω j b jBj，2 ( u)

Σ
2

j = 0
ω jBj，2 ( u)

=
Σ
3

j = 0
ω jb

*
j Bj，3 ( u)

Σ
3

j = 0
ω jBj，3 ( u)

即

Σ
2

j = 0
ω j b jBj，2 ( u) ·Σ

3

j = 0
ω jBj，3 ( u) =

Σ
3

j = 0
ω jb

*
j Bj，3 ( u) ·Σ

2

j = 0
ω jBj，2 ( u)

比较等式两边 ui ( 1 － u) 5－i 的系数可得

2 ω1 － 3
2cos θ

2 － 2λcos θ
2 1 + 2cos θ( )2

1 + 2cos θ
2

ω0ω










1 ×

( b1 － b0 ) = 0

2 ω1 － 3
2cos θ

2 + 4λcos2 θ
2 1 + 2cos θ( )2

1 + 2cos θ( )2
1 － λ 1 － 4cos2 θ( )[ ]2

ω2ω










2 ×

( b1 － b2 ) = 0
于是

2 ω1 － 3
2cos θ

2 － 2λcos θ
2 1 + 2cos θ( )2

1 + 2cos θ
2

ω0ω1 = 0

2ω1 －3
2cos θ

2 + 4λcos2 θ
2 1 + 2cos θ( )2

1 + 2cos θ( )2
1 － λ 1 － 4cos2 θ( )[ ]2

ω2ω2 = 0

解得

ω1

ω0
= cos θ

2 ×

3

1 － λ 1 + 2cos θ( )2

1 + 2λcos θ
2 1 + 2cos θ( )槡 2

( 3)

ω1

ω2
= cos θ

2 ×

3

1 + 2λcos θ
2 1 + 2cos θ( )2

1 － λ 1 + 2cos θ( )槡 2

( 4)

2) 当 θ = π时，设圆弧的非标准型有理二次



2196 中国图象图形学报 www． cjig． cn 第 16 卷



第 12 期 杭后俊等: 圆弧标准型有理三次 Bézier表示的内在性质研究 2197

λ* =

1 － 槡μ μ( 1u － 1) 3

( 1 + 2cos θ
2 ) ( 1 + 2 槡μ μ( 1u － 1) 3cos θ

2 )
( 7)

再将 λ* 代入式( 1) 即得 p点以 u为参数值时圆
弧的标准型有理三次 Bézier表示。
特别地，1) 当 θ = π时，式( 7) 变为

λ* = 1 － 槡μ μ( 1u － 1) 3 ( 8)

2) 当 u = 1
2 时，即 p 是圆弧标准型有理三次

Bézier表示下的肩点时

λ* = 1 － 槡μ μ

( 1 + 2cos θ
2 ) ( 1 + 2 槡μ μcos θ

2 )
( 9)

3． 2 已知圆弧标准型有理三次 Bézier 表示，反求
圆弧上一点的参数值

已知圆弧的一个标准型有理三次 Bézier 表示
( λ = λ* ) ，求圆弧上一点 p 的参数值 u。这是另
一个反算过程。

将 u = 槡μ
1 + 槡μ
，λ1 = 0及 λ2 = λ* 代入式( 6)

可求得
u =

3

槡μ μ( 1 + 2λ* cos θ
2 ( 1 + 2cos θ

2 ) )

1 － λλ* ( 1 + 2cos θ
2槡 )

3

槡μ μ( 1 + 2λ* cos θ
2 ( 1 + 2cos θ

2 ) )

1 － λ* ( 1 + 2cos θ
2槡 )

+ 1

( 10)

特别地，当 θ = π时

u = 1
3
1 － λ*

槡槡μ μ
+ 1

( 11)

4 实例分析

考察第 1 象限内圆心位于原点的 90°单位圆，
其有理二次 Bézier 表示下的控制点为 b0 ( 1，0) ，

b1 ( 1，1) ，b2 ( 0，1) 。1 ) 求其上点 p 3
5 ，( )4

5
作为肩

点时的 λ 值以及圆弧的标准型有理三次 Bézier 表

示。2) 点 p* 槡2
2 ，
槡2( )2
在此表示下的参数值。

延长 b1 p 交 b0 b2 于点 m，可求得 m 的坐标为

1
3 ，( )2

3
，μ =

b0 m
m b2

= 2 ，代入式( 9 ) 求得 λ* =

1
5 ( 槡3 2 － 5) 。将 λ* 代入式( 1 ) 即得以 p 点为肩

点时圆弧的标准型有理三次 Bézier 表示，控制点及

权因子分别为 b*
0 = b0， b*

3 = b2， b*
1 = 1

5 ( b0 +

4 b1 ) ，b
*
2 = 1

3 ( 2 b2 + b1 ) ; ω0 = ω2 = ω3 = 1，

ω1 = 5
6 。

可以将 λ* = 1
5 ( 槡3 2 － 5) ，θ = π

2 代入

式( 3) ( 4) 中求得圆弧的有理二次 Bézier 表示下的权
因子

ω1

ω0
= 1，

ω1

ω2
= 1

2
一般地，取 ω0 = ω1 = 1，ω2 = 2 。如图 6 所示。

图 6 反求圆弧标准型有理三次 Bézier表示( θ = π /2)
Fig． 6 Finding inversely the standard-form cubic rational
Bézier representation of circular arcs point( θ = π /2)

下面求 p* 槡2
2 ，
槡2( )2
在此表示下的参数值。延

长 b1p
* 交 b0 b2于点m* ，容易求得 μ =

b0m
*

m* b2
= 1，

将 μ = 1 ，λ* = 1
5 ( 槡3 2 － 5) 代入式( 10) 求得点

p* 槡2
2 ，
槡2( )2
的参数值 u = 1

槡2 2
。

考察由控制点 b0 ( 0，0) ，b2 ( 2，0) 和方向向量
b = { 0，1} 所定义的半圆弧。1) 求该半圆弧的一个
标准型有理三次 Bézier表示，使得其上点 p( 1，1) 的
参数值 u = 0． 518 590 0 。2 ) 点 p* ( 0． 881 7，
0． 993 0) 在此表示下的参数值。
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过 p 做 b0 b2 的垂线交 b0 b2 于点 m，显然

μ =
b0 m
m b2

= 1 ，将 u = 0 ． 518 59，μ = 1 代入式( 8 )

求得 λ* = 1 － 槡μ μ( 1u － 1 ) 3 = 0． 2。将 λ* = 0 ．

2代入式( 2 ) 即得该半圆弧的一个标准型有理三次
Bézier表示，控制点及权因子分别为 b*

0 = b0，

b*
3 = b2， b*

1 = b0 + 1 ． 6 b，b*
2 = b2 + 2 ． 5 b;

ω0 = ω3 = 1， ω1 = 0 ． 386 8， ω2 = 0 ． 287 3 。
下面求 p* ( 0． 881 7，0． 993 0) 在此表示下的参

数值。过 p* 做 b0 b2 的垂线交 b0 b2 于点 m* ，求得

μ =
b0m

*

m* b2
= 0． 881 7

2 － 0． 881 7 = 0． 788 428 8 ，将

μ = 0． 788 428 8 ，λ* = 0． 2 代入式( 11 ) 求得点
p* ( 0． 881 7，0． 993 0) 的参数值 u = 0． 488 882 9 。
如图 7 所示。

图 7 反求圆弧标准型有理三次 Bézier表示 ( θ = π)
Fig． 7 Finding inversely the standard-form cubic rational Bézier

representation of circular arcs ( θ = π)

5 结 论

给出圆弧一个带参数 λ 的标准型有理三次
Bézier表示，让 λ 在一定范围内变化，就可以得到同
一圆弧不同的标准型有理三次 Bézier表示。通过调
节参数 λ 的值，不仅可以改变两内顶点的位置和两
内权因子的值，而且也改变了肩点的位置，实际上改

变了圆弧上的点与参数域内点的对应关系，即具有

不同的参数化效果。只要给定圆弧的一个标准型有
理三次 Bézier表示，就能得到与其具有相同参数化
效果的非标准型有理二次 Bézier表示，反之亦然，参

数 λ 值的变化实际上对应一个有理线性参数变换，
将同一圆弧不同的标准型有理三次 Bézier表示之间
的关系与一个有理线性参数变换联系起来，回答了

施法中在文献［1］中提出的问题。已知圆弧的标准
型有理三次 Bézier 表示，就能够反求圆弧上一点的
参数值，反之给定圆弧上一点的参数值，也能够反求

对应的标准型有理三次 Bézier表示。
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