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１　引　言

邻近关系是平面离散点集的重要拓扑特性。
在ＧＩＳ中，点是构成空间目标的最简单元素，平面
离散点集的Ｖｏｒｏｎｏｉ图确定了其间的邻近关系，构
成离散点间的拓扑结构［１－２］。ＧＩＳ中点集邻近关系
的建立、维护与重构对于ＧＩＳ中数据综合［３－６］、位置
服务、数据库更新以及人工智能领域等具有重要意
义。一般认为，随着某一点的移动，平面离散点集
的Ｖｏｒｏｎｏｉ图局部会发生变化，从而引起平面离散
点集局部拓扑结构的改变［７－８］。其实，在点目标周
围存在这样一个区域，目标在其内移动，不会引起
其与周围邻近点的拓扑结构的变化，称该区域为拓
扑邻近稳定区域。拓扑邻近稳定区域的确定是维
护目标间的拓扑结构的基础。目前关于这一问题
的研究较少，文献［９—１１］从不同角度研究点目标
移动时，其与周围点目标邻近关系的变化，并给出
定性描述，但关于目标拓扑邻近稳定区域的定义及
其定量计算或描述的研究目前尚未见到。本文对

这一问题进行研究，证明点的拓扑邻近稳定区域
必须满足的两个条件，并给出其定量计算模型。

２　拓扑邻近稳定区域的确定

如图１为平面上的离散点集｛Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，…，

Ｐ５｝的Ｖｏｒｏｎｏｉ图及其对偶Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网。如果
平面上两点连线为Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的一条边，则
称该两点一阶邻近（即如果Ｌｉｎｅ（Ｐｉ，Ｐｊ）∈ＤＴ，则

Ｋ１ａｄｊａｃｅｎｔ（Ｐｉ，Ｐｊ）＝ｔｒｕｅ，其 中，ＤＴ 为 Ｄｅｌａｕｎａｙ
ｔｒｉａｎｇｌｅ的边集合）。将图１中点Ｐ０ 定义为活动点，
依次 连 接 其 一 阶 邻 近 点 得 到 一 个 多 边 形

Ｐ１Ｐ２Ｐ３Ｐ４Ｐ５，称之为移动点Ｐ０ 的一阶邻近多边
形，用ＡＤＪｐｏｌｙｇｏｎ（Ｐ０）表示。图１中Ｐ０ 点在深
色区域内移动，其与点Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 的一阶邻
近关系不会改变，同时，没有新的一阶邻近点产生，
即Ｐ０ 点与点Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 组成的一阶邻近多
边形ＡＤＪｐｏｌｙｇｏｎ（Ｐ０）不会发生变化。分析认为，
拓扑邻近稳定区域也就是在保证一阶邻近多边形

不变的情况下活动点Ｐ０ 的移动区域。以下首先证
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明点的拓扑邻近稳定区域必须满足的两个条件，以
此为基础研究活动点拓扑邻近稳定区域确定方法。

图１　平面离散点集及其邻近关系
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ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｐｏｉｎｔｓ

２．１　不改变原一阶邻近点的活动点移动区域
如图１，在活动点Ｐ０ 移动过程中，要保持其

一阶邻近多边形不变，首先必须满足其与点Ｐ１、

Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 的一阶邻近关系不会改变。反过
来，如果要满足点Ｐ０ 与点Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 一
阶邻近关系不变，那么点Ｐ０ 的允许移动区域需
要确定。平面上任意３个非共线点可以确定一个
外接圆，根据Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的空圆规则可以判
断活动点 Ｐ０ 与任意３个非共线点的邻近关
系［１２］。以上的例子中，若点Ｐ０ 与点Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、

Ｐ４、Ｐ５ 一阶邻近关系不变，则Ｐ０ 与点Ｐ１、Ｐ２、

Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 中任意相邻３点一阶邻近关系不变；

反过来，若点Ｐ０ 同时与点Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 中
任意相邻３点一阶邻近关系不变，则点Ｐ０ 与点

Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 中每一点一阶邻近关系不变。
因此，研究不改变原一阶邻近点的活动点移动区
域，首先研究在保持活动点与任意３个非共线点的
邻近关系不变的情况下，活动点Ｐ０ 的移动范围。

２．１．１　平面上活动点与３点一阶邻近的定义
定义：如果活动点与３个非共线点当中的每

一点一阶邻近，则称该活动点与该平面３点一阶
邻近。

活动点Ｐ０ 与平面３个非共线点Ｐｉ－１、Ｐｉ、

Ｐｉ＋１，如果（Ｋ１ａｄｊａｃｅｎｔ（Ｐ０，Ｐｉ－１）＝ｔｒｕｅ）∧（Ｋ１ａｄｊａｃｅｎｔ
（Ｐ０，Ｐｉ）＝ｔｒｕｅ）∧（Ｋ１ａｄｊａｃｅｎｔ（Ｐ０，Ｐｉ＋１）＝ｔｒｕｅ），则

Ｋ１ａｄｊａｃｅｎｔ（Ｐ０，（Ｐｉ－１，Ｐｉ，Ｐｉ＋１））＝ｔｒｕｅ。

２．１．２　与相邻３点一阶邻近的活动点Ｐ０ 的移动
区域

如图２，⊙Ｏ为点Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 的外接圆，当Ｐ０
位于⊙Ｏ内部时，Ｐ０ 与Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 一阶邻近，当

Ｐ０ 移动到外接圆上时，线段Ｐ３Ｐ４ 的垂直平分线
与线段Ｐ４Ｐ５ 的垂直平分线相交于圆心点Ｏ，这
时，Ｐ０、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５４点共圆，点 Ｐ０ 与点 Ｐ４ 的

Ｖｏｒｏｎｏｉ区域边界只交于一点Ｏ，改变了二者的
邻近关系，点Ｐ０ 仅与点Ｐ３、Ｐ５ 一阶邻近。随着

Ｐ０ 移出到圆外部，点Ｐ０、Ｐ４的Ｖｏｒｏｎｏｉ区域边界
交集为空，表示二者仍非一阶邻近关系。可见，
点Ｐ０ 与点Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 是否一阶邻近，主要取决于

Ｐ０ 点与点Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ 外接圆的位置关系［１３］。

图２　活动点Ｐ０ 位置变化对邻近关系的影响
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引理：与平面上点Ｐｉ－１、Ｐｉ、Ｐｉ＋１一阶邻近的
所有Ｐ０ 点的集合（Ａ１（ｉ））等于以点Ｐｉ－１、Ｐｉ、Ｐｉ＋１
为顶 点 的 △Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１ 的 外 接 圆 内 部 点 集
（Ａ１（ｉ）ｃｉｒｃｌｒ）与以△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１顶点为起点的三角
形两边反向延长线所夹区域内点集 （Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎｉ）
的并集。如图３所示

　　

Ａ１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ＝｛Ｐ０｜Ｐ０∈Ａ１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ｝

Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ＝｛Ｐ０｜Ｐ０∈（Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ１∪
　　Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ２∪Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ３）｝

Ａ１（ｉ）＝Ａ１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ∪Ａ１（ｉ）

烍

烌

烎ｓｅｃｔｉｏｎ

（１）

图３　与已知３点一阶邻近的活动点Ｐ０ 的移动范围
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８２１
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证明：
（１）如图４（ａ），当Ｐ０ 位于△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１的外

部、外接圆的内部时（称该区域为：Ａ１１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ＝｛Ｐ０
｜（Ｐ０∈Ａ１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ）∧（Ｐ０Ａ１（ｉ）△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１）｝），根据

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的空圆规则［９］，△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１不
能 作 为 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三 角 网 的 一 个 三 角 形，

△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１的任意一条边不能作为点Ｐ０、Ｐｉ－１、

Ｐｉ、Ｐｉ＋１所形成的凸四边形的对角线，亦即，点Ｐ０
与点Ｐｉ－１、Ｐｉ、Ｐｉ＋１分别有一条Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形的
边相连，则点Ｐ０ 与点Ｐｉ－１、Ｐｉ、Ｐｉ＋１必然一阶邻近。

（２）如图４（ｂ），当点Ｐ０ 在△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１的内
部或边上时（称之为区域Ａ２１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ＝｛Ｐ０｜Ｐ０∈
Ａ１ （ｉ）△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１ ｝）。同 样，根 据 空 圆 规 则，

△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１不能作为 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的一个
三角形，需要对其重新剖分，在三角形内部及边上
一点对该三角形进行剖分有且只有一种剖分结

果，就是将该点分别与原三角形的三个顶点相连，
线段Ｐ０Ｐｉ－１、Ｐ０Ｐｉ、Ｐ０Ｐｉ＋１就分别成为Ｄｅｌａｕｎａｙ
三角形的一条边，因而点Ｐ０ 分别与点Ｐｉ－１、Ｐｉ、

Ｐｉ＋１一阶邻近。
（３）如图４（ｃ），当点 Ｐ０ 位于 Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ１、

Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ２或Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ３内部（即Ｐ０∈Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ），
同样由于点Ｐｉ－１、Ｐｉ、Ｐｉ＋１外接圆为空圆，因而，

△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１可以作为 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的一个
三角形。图中，由于点 Ｐ０ 位于线段 Ｐｉ－１Ｐｉ、

Ｐｉ＋１Ｐｉ延长线所形成的扇形区域（不包括延长线
上的点）内，点Ｐｉ必然位于△Ｐｉ－１Ｐ０Ｐｉ＋１中，以点

Ｐｉ对△Ｐｉ－１Ｐ０Ｐｉ＋１进行剖分，则Ｐ０ 点与点Ｐｉ－１、

Ｐｉ、Ｐｉ＋１的连线分别为Ｄｅｌａｕｎａｙ的一条边，因而

Ｐ０ 点分别与点Ｐｉ－１、Ｐｉ、Ｐｉ＋１一阶邻近。
（４）如图４（ｄ），当点Ｐ０ 位于Ａ１（ｉ）区域外

时，即Ｐ０∈（Ａ１（ｉ））－，由于△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１外接圆
为空圆，因而△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１可以作为Ｄｅｌａｕｎａｙ三
角网的一个三角形，点Ｐ０ 与点Ｐｉ－１、Ｐｉ、Ｐｉ＋１可
以形成一个以△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１的边为对角线的凸四
边形，Ｐ０ 只能和其最近的△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１的两个顶
点相连构成新的三角形，与△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１的另外
一个顶点没有边相连，不具有一阶邻近关系。
由于平面点的全集Ｓ＝Ａ１（ｉ）∪（Ａ１（ｉ））－ ＝

Ａ１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ∪Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ∪（Ａ１（ｉ））－ ＝Ａ１１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ∪
Ａ２１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ∪Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ∪（Ａ１（ｉ））－，以上讨论的４
类区域的并集代表整个平面区域，因而，Ａ１（ｉ）＝
Ａ１（ｉ）ｃｉｒｃｌｅ∪Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ可以完备地表示平面上与点

Ｐｉ－１、Ｐｉ、Ｐｉ＋１相邻的点Ｐ０ 的集合。

图４　平面上不同区域活动点与已知３点的邻近关系

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　ｎｅｉｇｈｂｏｒｉｎｇ　ｒｅｌａｔｉｏｎｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｐｏｉｎｔ　Ｐ０
ａｎｄ　ｔｈｅ　ｏｔｈｅｒ　ｔｈｒｅｅ　ｐｏｉｎｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｎｅ　ｉｎ　ｔｈｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ａｒｅａ

　　以上证明了与一阶邻近多边形连续３个顶点
保持邻近关系的点Ｐ０ 的活动区域，若保证点Ｐ０
与其一阶邻近多边形中每一顶点都一阶邻近，显
然，Ｐ０ 应该处在其一阶邻近多边形每连续３顶点
所确定区域Ａ１（ｉ）的交集内。
结论１：若Ｐ０ 与ｎ个一阶邻近点的一阶邻近

关系保持不变，则Ｐ０ 点必须位于其ｎ个一阶邻
近点中依次相邻３个一阶邻近点所形成的ｎ个

Ａ１（ｉ）区域的交集内。
设Ｐｉ（１，２，…，ｎ）为Ｐ０ 点的一阶邻近点，相邻

一阶邻近点Ｐｎ、Ｐ１、Ｐ２，Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３，Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４，…，

Ｐｉ、Ｐｉ＋１、Ｐｉ＋２，…，Ｐｎ－２、Ｐｎ－１、Ｐｎ，Ｐｎ－１、Ｐｎ、Ｐ１ 的

Ａ１（ｉ）区域分别为Ａ１（１）、Ａ１（２）、…、Ａ１（ｎ），则

Ａ１＝Ａ１（１）∩Ａ１（２）∩…∩Ａ１（ｎ）＝
　　（Ａ１（１）ｃｉｒｃｌｅ∪Ａ１（１）ｓｅｃｔｉｏｎ）∩（Ａ１（２）ｃｉｒｃｌｅ∪
　　Ａ１（２）ｓｅｃｔｉｏｎ）∩…∩（Ａ１（ｎ）ｃｉｒｃｌｅ∪Ａ１（ｎ）ｓｅｃｔｉｏｎ）

（２）

２．２　不产生新的一阶邻近点的活动点Ｐ０ 的移动
区域

结论１所确定的区域Ａ１ 只能保证在点Ｐ０
移动过程中保持与原有一阶邻近点的邻近关系不

变，但不能保证其没有新的一阶邻近点产生。随
着Ｐ０ 点的移动，尽管其与原有一阶邻近点的邻
近关系不变，但其可能与原二阶邻近点形成新的
一阶邻近关系，其一阶邻近点数目增加，一阶邻近
多边形由于顶点数目增加而发生变化。那么，活
动点Ｐ０ 与原一阶邻近点邻近关系不变的情况
下，进一步研究是否有新的一阶邻近点产生。
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如图５（ａ）所示，在点Ｐ０ 移动之前，其邻近多
边形顶点为点Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５，线段Ｐ４Ｐ５ 为一
阶邻近多边形的一条边，点Ｐ４、Ｐ５ 共同的一阶邻
近点为点Ｐ０ 和Ｐ６。点Ｐ０ 位于△Ｐ４Ｐ５Ｐ６ 的外
接圆外部，与点Ｐ６ 是二阶邻近关系，此时，点Ｐ０、

Ｐ４、Ｐ５、Ｐ６４点满足空外接圆规则，线段Ｐ４Ｐ５ 为

４点所构成四边形的对角线。当 Ｐ０ 点移动到

△Ｐ４Ｐ５Ｐ６ 外接圆及其内部时（Ｐ′０ 点位置），空圆
规则破坏，需要对四边形重新剖分，交换对角线，
此时点Ｐ０ 与点Ｐ６ 成为Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形的一条
边，点 Ｐ６ 成为点 Ｐ０ 的一阶邻近点，形成如
图５（ｂ）所 示 的 Ｐ０ 点 新 的 一 阶 邻 近 多 边 形

Ｐ１Ｐ２Ｐ３Ｐ４Ｐ５Ｐ６。可以看出，要保证Ｐ０ 点邻近多
边形的边不变，没有新的一阶邻近点加入，Ｐ０ 点
必须位于该边两端点及其除Ｐ０ 点以外的另一共
同一阶邻近点所确定外接圆的外部。

图５　Ｐ０ 点移动导致其邻近多变形变化图

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅ　ｍｏｖｉｎｇ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｏｉｎｔ　Ｐ０ ｍａｙ　ｃｈａｎｇｅ　ｉｔ’ｓ

ｎｅｉｇｈｂｏｒｉｎｇ　ｐｏｌｙｇｏｎ

结论２：点Ｐ０ 在Ａ１ 区域内移动时要确保其
没有新的一阶邻近点产生，则Ｐ０ 点应保持在该
边两端点及其除Ｐ０ 点以外的另一共同一阶邻近
点所确定外接圆的外部（必要条件）。

设Ｐ０ 点邻近多边形ＡＤＪｐｏｌｙｇｏｎ（Ｐ０）的边

ＰｊＰｊ＋１的两个端点Ｐｊ、Ｐｊ＋１与该两点在邻近多边形
外侧的共同一阶邻近点的外接圆区域为Ａ２（ｊ）ｃｉｒｃｌｒ，
则在满足条件的Ｐ０ 点的活动区域可以表示为

Ａ２＝（Ａ２（１）ｃｉｒｃｌｒ∪Ａ２（２）ｃｉｒｃｌｅ∪…∪Ａ２（ｎ）ｃｉｒｃｌｒ）－ （３）

２．３　活动点拓扑邻近稳定区域的确定
结论２只是保持Ｐ０ 点一阶邻近多边形不变

的必要条件。如图６（ａ）中的绿色区域为满足结
论２的Ｐ０ 点移动范围；图６（ｂ）表示当Ｐ０ 点在绿
色区域中移动时，其邻近多边形发生了变化，改变
原一阶邻近的一阶邻近关系。可见，如果Ｐ０ 点
移动后只满足结论１，虽然可以保持原有一阶邻
近点不变，但可增加新的一阶邻近点；如果只满足

结论２，尽管可以确保不会增加一阶邻近点，可是
会造成原有一阶邻近点数目减少。可见，要保证

Ｐ０ 点移动后，其一阶邻近点既不增加又不减少，

Ｐ０ 点必须同时满足结论１与结论２的条件。

图６　仅满足结论２的效果图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ　２

结论３：若保持Ｐ０ 点的一阶邻近多边形不
变，Ｐ０ 点必须位于Ａ１ 区域与Ａ２ 区域的交集内。

Ａ＝Ａ１∩Ａ２ （４）
图７、图８为利用结论３确定的拓扑稳定区域。

图７　结论３所确定的Ｐ０　图８　结论３所确定的离散

点的拓扑稳定区域 点的拓扑稳定区域

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅ　ｔｏｐｏｌｏｇｙ　ｓｔａｂｌｅ　Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅ　ｔｏｐｏｌｏｇｙ　ｓｔａｂｌｅ

ａｒｅａ　ｏｆ　ｐｏｉｎｔ　Ｐ０　 ａｒｅａｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｎｅ

ｄｅｆｉｎｅｄ　ｂｙ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ　３ ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｐｏｉｎｔｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ

ｂｙ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ　３

３　活动点拓扑邻近稳定区域的计算

根据结论３，可以给出活动点拓扑邻近稳定
区域的计算模型。
如图９，设点Ｐ０ 为扇形区域Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ中任

意一点，则向量Ｐ（ｉ＋１）Ｐｉ 与ＰｉＰ０ 的夹角β１，向量

ＰｉＰ０ 与 Ｐ（ｉ－１）Ｐｉ 的夹角β２，向量 Ｐ（ｉ＋１）Ｐｉ 与

Ｐ（ｉ－１）Ｐｉ的夹角β存在以下关系

β１＋β２＝β （５）

β１＝ａｒｃｃｏｓ（
１＋ｋ（ｉ＋１）－ｉｋｉ－０

（１＋ｋ２（ｉ＋１）－ｉ）（１＋ｋ２ｉ－０槡 ）
） （６）

β２＝ａｒｃｃｏｓ（
１＋ｋｉ－０ｋ（ｉ－１）－ｉ

（１＋ｋ２ｉ－０）（１＋ｋ２（ｉ－１）－ｉ槡 ）
） （７）

β＝ａｒｃｃｏｓ（
１＋ｋ（ｉ＋１）－ｉｋ（ｉ－１）－ｉ

（１＋ｋ２（ｉ＋１）－ｉ）（１＋ｋ２（ｉ－１）－ｉ槡 ）
）（８）
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式中，Ｋ（ｉ＋１）－ｉ表示过点Ｐｉ＋１、Ｐｉ 的直线的斜率，
其计算公式为

ｋ（ｉ＋１）－ｉ＝ｙｉ
－ｙｉ＋１

ｘｉ－ｘｉ＋１
（９）

图９　扇形区域内点满足的条件

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｍｕｓｔ　ｂｅ　ｍｅｔ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｐｏｉｎｔｓ　ｉｎ

ｔｈｅ　ｓｅｃｔｏｒ

将式（６）、（７）、（８）代入式（５），得到式（１０），则

Ａ１（ｉ）ｓｅｃｔｉｏｎ中点Ｐ０ 坐标一定满足该等式

ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ（ｉ＋１）－ｉｋｉ－０
（１＋ｋ２（ｉ＋１）－ｉ）（１＋ｋ２ｉ－０槡 ）

）＋

　ａｒｃｃｏｓ（
１＋ｋｉ－０ｋ（ｉ－１）－ｉ

（１＋ｋ２ｉ－０）（１＋ｋ２（ｉ－１）－ｉ槡 ）
）＝

　ａｒｃｃｏｓ（
１＋ｋ（ｉ＋１）－ｉｋ（ｉ－１）－ｉ

（１＋ｋ２（ｉ＋１）－ｉ）（１＋ｋ２（ｉ－１）－ｉ槡 ）
） （１０）

设点Ｐｉ（１，２，… ，ｎ）为点Ｐ０（ｘ，ｙ）的一阶邻
近点，其坐标为（ｘｉ，ｙｉ），△ＰｎＰ１Ｐ２、△Ｐ１Ｐ２Ｐ３、

△Ｐｉ－１ＰｉＰｉ＋１、…、△Ｐｎ－１ＰｎＰ１ 的外接圆圆心坐
标和半径分别为（ｘ０１ｉ，ｙ０１ｉ）、ｒ１ｉ，设Ｐ０ 点一阶邻近
多边形ＡＤＪｐｏｌｙｇｏｎ（Ｐ０）的边ＰｉＰｉ＋１的两个端
点Ｐｉ、Ｐｉ＋１除Ｐ０ 点外的另一个共同一阶邻近点

Ｐｊ的坐标为（ｘｊ，ｙｊ），Ｐｉ、Ｐｉ＋１、Ｐｊ 圆心坐标和半
径分别为（ｘ０２ｉ，ｙ０２ｉ）、ｒ２ｉ，则Ｐ０ 点坐标（ｘ，ｙ）为满
足以下方程的解

（ｘ－ｘ０１１）２＋（ｙ－ｙ０１１）２＜ｒ２１１
（ｘ－ｘ０１２）２＋（ｙ－ｙ０１２）２＜ｒ２１２
　　
（ｘ－ｘ０１ｉ）２＋（ｙ－ｙ０１ｉ）２＜ｒ２１ｉ
　　
（ｘ－ｘ０１ｎ）２＋（ｙ－ｙ０１ｎ）２＜ｒ２１ｎ

ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ３－２ｋ２－０
（１＋ｋ２３－２）（１＋ｋ２２－０槡 ）

）＋ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ２－０ｋ１－２
（１＋ｋ２２－０）（１＋ｋ２１－２槡 ）

）＝ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ３－２ｋ１－２
（１＋ｋ２３－２）（１＋ｋ２１－２槡 ）

）

ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ４－３ｋ３－０
（１＋ｋ２４－３）（１＋ｋ２３－０槡 ）

）＋ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ３－０ｋ２－３
（１＋ｋ２３－０）（１＋ｋ２２－３槡 ）

）＝ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ４－３ｋ２－３
（１＋ｋ２４－３）（１＋ｋ２２－３槡 ）

）

　　

ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ（ｉ＋１）－ｉｋｉ－０
（１＋ｋ２（ｉ＋１）－ｉ）（１＋ｋ２ｉ－０槡 ）

）＋ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋｉ－０ｋ（ｉ－１）－ｉ
（１＋ｋ２ｉ－０）（１＋ｋ２（ｉ－１）－ｉ槡 ）

）＝ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ（ｉ＋１）－ｉｋ（ｉ－１）－ｉ
（１＋ｋ２（ｉ＋１）－ｉ）（１＋ｋ２（ｉ－１）－ｉ槡 ）

）

　　

ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋｎ－１ｋ１－０
（１＋ｋ２ｎ－１）（１＋ｋ２１－０槡 ）

）＋ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋ１－０ｋ２－１
（１＋ｋ２１－０）（１＋ｋ２２－１槡 ）

）＝ａｒｃｃｏｓ（ １＋ｋｎ－１ｋ２－１
（１＋ｋ２ｎ－１）（１＋ｋ２２－１槡 ）

）

（ｘ－ｘ０２１）２＋（ｙ－ｙ０２１）２＞ｒ２２１
（ｘ－ｘ０２２）２＋（ｙ－ｙ０２２）２＞ｒ２２２
　　
（ｘ－ｘ０２ｉ）２＋（ｙ－ｙ０２ｉ）２＞ｒ２２ｉ
　　
（ｘ－ｘ０２ｎ）２＋（ｙ－ｙ０２ｎ）２＞ｒ２２

烍

烌

烎ｎ

（１１）

４　试　验

采用本文方法和逐点试探法分别绘制移动点

Ｐ０ 的拓扑稳定区域，进一步验证结论３的正确
性。图１０是按照该方法，即利用式（１１）绘出的移
动点Ｐ０ 的拓扑稳定区域。图１１为逐点试探所

确定的移动点Ｐ０ 的拓扑稳定区域，是以保持Ｐ０
点的一阶邻近多边形不变为约束条件，以邻近多
边形内的每一点代替Ｐ０，生成Ｖｏｒｏｎｏｉ图及邻近
关系，判断Ｐ０ 点的邻近多边形是否变化，如果不
变则记录下该点，最后绘出满足条件的所有Ｐ０
点。试验证明两种方法绘出的满足条件的Ｐ０ 点
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的区域是等价的，验证结论３的正确性。

图１０　采用本文方法得到的拓扑稳定区域

Ｆｉｇ．１０　Ｔｏｐｏｌｏｇｙ　ｓｔａｂｌｅ　ａｒｅａ　ｇｅｎｅｒａｔｅｄ　ｂｙ　ａｂｏｖｅ

ｍｅｔｈｏｄ

图１１　采用逐点试探法得到的拓扑稳定区域

Ｆｉｇ．１１　Ｔｏｐｏｌｏｇｙ　ｓｔａｂｌｅ　ａｒｅａ　ｇｅｎｅｒａｔｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｏｎｅ

ｂｙ　ｏｎｅ　ｔｒｙｉｎｇ　ｍｅｔｈｏｄ

５　结　论

提出在平面离散点集中每一点的周围存在一

个拓扑邻近稳定区域，并给出其计算方法。点的拓
扑邻近稳定区域计算之后，在点移动过程中，不需
要重构Ｖｏｒｏｎｏｉ图或Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网即可判断其
与周围各点的邻近关系，同时利用点的拓扑邻近稳
定区域可以在确保点的邻近关系不变的情况下，进
行相关条件约束下的点目标位置最优规划。线目
标和面目标可看做由一系列点连接而成［１４－１５］。将
对基于点的拓扑邻近稳定区域计算模型对线和面

的拓扑邻近稳定区域计算方法作进一步研究。
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