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摘　要：用一个水准网说明依据改正数进行粗差处理可能导致错误，而且粗差能否被正确处理与其所处位置有关。为解

决此问题，提出局部分析法。局部分析法从多维平差问题的函数模型出发，根据设计矩阵得到一个被观测量的多个独立

观测，包括被观测量的观测值和其他观测值的函数，并给出根据平差问题的设计矩阵确定这些函数的方法。根据被观测

量的独立观测数即可判断其观测值能否容忍粗差。在此基础上提出一种基于局部分析法的粗差 探 测 方 法，最 后 给 出 一

个测角网示例。
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１　引　言

由于仪器、测量环境和观测人员等方 面 的 原

因，观测值有时会包含粗差。如果观测值中含有

粗差，采用最小二乘法进行平差时，粗差的存在不

可避免会对平差结果产生不利影响，甚至导致错

误的结果。这个结论已经得到理论上的证明和实

践的验证。

现在已经有许多方法来消除或减弱粗差的影

响。这些方法通常分为两类。一类是依据统计学

原理对粗差进行探测与定位并将其剔除，这方面

的研究以文献［１］的粗差探测法为代表。另一类

是稳健估计（又称抗差估计），这种方法不需要对

粗差进行定位与剔除，而是选择适当的估计方法

（如Ｌ１ 范数最小估计、Ｍ 估计等），使得估计结果

不受或少受粗差的影响。在实际计算中，这些方

法大都是 通 过 给 含 有 粗 差 的 观 测 值 一 个 较 小 的

权，从而减小该观测值在平差中的作用。常用的

方法主要是选权迭代法，如丹麦法、文献［２］提出

的验后方差估计法和文献［３—５］提出的ＩＧＧ方

案。实际上这两类方法都依赖于通过平差计算得

到的改正数，而含有粗差的观测值并不一定得到

较大的改正数，因而有时会造成误判。也有研究

人员从真误差出发，提出了有益的方法。文献［６］

提出了多维粗差同时定位定值 法（ＬＥＧＥ法），文

献［７］提出了粗差的拟准检定法（ＱＵＡＤ法）。使

用ＬＥＧＥ法和 ＱＵＡＤ法 都 需 要 进 行 平 差 计 算，

同样也受到改正数的影响，比如作为ＬＥＧＥ法判

断依据的单位权中误差是改正数的函数，ＱＵＡＤ
法选择拟准观测的指标也是改正数的函数。
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实际上，在处理粗差之前应该分析多 维 平 差

问题中是否存在一类观测值，出现在其中的粗差

是不可发现或无法定位的。粗差处理方法不能有

效处理这类粗差，故其对平差结果可能会产生较

大影响。能否发现某个观测值中的粗差，或者消

除或减弱其影响，不仅取决于多余观测数等全局

性指标，而且与粗差出现的位置有关。关于粗差

所处位置对粗差处理的影响，文献［８］曾提出杠杆

观测的概念，指出不论实际误差如何，杠杆观测只

得到低改正，这使得杠杆观测含有的粗差比其他

位置的粗差难于发现。
综上所述，本文试图建立一种局部的 粗 差 分

析方法，不依赖于平差计算和改正数，确定出现在

某个位置的粗差是否可以被发现和定位，并且在

此基础上给出一种粗差探测方法。

２　局部分析法

在讨论局部分析法之前，先分析一个水准网，
如图１所示。

图１　水准网

Ｆｉｇ．１　Ｌｅｖｅｌｉｎｇ　ｎｅｔｗｏｒｋ

图１中，Ａ点高程已知，其 余８点 高 程 待 求，

观测值等精度，观测方向如箭头所示。

无论观测值 取 何 值，ｈ１ 的 改 正 数 为０，ｈ３ 和

ｈ７ 的改正数大小相等。

假设水 准 网 中 只 有 一 个 粗 差。若ｈ１ 含 有 粗

差，则根据改正数不可能发现粗差。若粗差出现在

ｈ３ 或ｈ７ 上，则必然导致错误。由于ｈ３ 和ｈ７ 的改

正数大小相等，结果只能是ｈ３ 和ｈ７ 都有粗差或者

都没有粗差，这两种结果都与实际情况不符。
从图１水准网的分析可以看出，粗差 能 否 被

正确处理与其位置密切相关。基于此，本文提出

多维平差问题粗差的局部分析法。

２．１　局部分析法原理

局部分析法的主要思路是从局部考察一个观

测值，讨论平差问题能否容忍出现在其中的粗差。

具体做法是将局部化作一个一维问题，再应用一

维问题粗差分析的结论进行讨论。
首先，给 出 一 维 问 题 粗 差 分 析 的 结 论。设

对一 个 真 值 未 知 的 被 观 测 量 进 行 ｍ 次 观 测。

ｍ＝１时，观测值的真值未知，故其含有的粗差是

不可发现的。ｍ＝２时，两 个 观 测 值 之 差 的 理 论

值为０，比 较 观 测 值 即 可 确 定 二 者 是 否 含 有 粗

差，但无法确 定 谁 含 有 粗 差。ｍ≥３时，根 据 稳

健估计中位数法，如 果 观 测 值 中 含 有ｋ（０＜ｋ＜
ｍ／２）个粗差，那么中位数 是 正 常 观 测 值，故 粗 差

可以全部定位；如 果 含 有ｋ（ｋ≥ｍ／２）个 粗 差，则

不能定位。
对于多维平差问题，比较一个被观测 量 的 观

测值与其组合观测，可发现观测值和组合观测是

否含有粗差。组 合 观 测 定 义 为：设ｓ为 多 维 平 差

问题的一个被观测量，其观测值为Ｌ，如果存在其

他被观测量ｓ１、ｓ２、…、ｓｍ（对应观测值为Ｌ１、Ｌ２、…、

Ｌｍ）的函数ｆ满足ｆ（ｓ１，ｓ２，…，ｓｍ）＝ｓ，则称ｆ（Ｌ１，

Ｌ２，…，Ｌｍ）为ｓ的 组 合 观 测。另 外，一 维 问 题 的

粗差分析要求观测值是误差独立的，所以在多维

平差问题的粗差分析中使用的组合观测也应当是

误差独立的，即要求所有组合观测两两之间没有

公共观测值。根据组合观测确定误差独立组合观

测以后，即可将误差独立组合观测与观测值看做

对被观测量的重复观测，从而可以应用一维问题

的结论分析被观测量。
设ｓ为多维平差问题的一个被观测量，其观

测值为Ｌ。记ｓ的误差独立组合观测数为ｍ１，包

含观测值和误差独立组合观测的总独立观测数为

ｍ２。根据ｍ１ 的取值讨论如下：
（１）ｍ１＝０时，ｍ２＝１，由 一 维 问 题 结 论 可 知

观测值含有的粗差是不可发现的。
（２）ｍ１＝１时，ｍ２＝２，可 以 发 现 粗 差 但 不 能

定位。
（３）ｍ１≥２时，ｍ２≥３，如 果 被 观 测 量ｋ（０＜

ｋ＜ｍ２／２）个 独 立 观 测 含 有 粗 差，那 么 可 以 定 位

粗差。
局部分析法的关键是计算被观测量的误差独

立组合观测数。下面给出根据多维平差问题函数

模型确定误差独立组合观测数的一般方法。

２．２　误差独立组合观测

多维平差问题的函数模型为

Ｌ
～

ｎ×１
＝Ｂ
ｎ×ｔ
　Ｘ
～

ｔ×１
＋ｄ
ｎ×１

（１）

５５
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式中，Ｌ
～

为 被 观 测 量；Ｘ
～

为 待 求 参 数；Ｂ 为 设 计 矩

阵；ｄ为常数项。
可从Ｂ中选取ｔ行组成矩阵Ｂ２（ｔ×ｔ），使得

Ｂ２ 可逆，余下的ｎ－ｔ行构成矩阵Ｂ１。按此选法

可得对应的Ｌ１
～
、Ｌ２
～
、ｄ１ 和ｄ２，于是式（１）可写为

Ｌ１
（ｎ－ｔ）×１

～

＝ Ｂ１
（ｎ－ｔ）×ｔ

　Ｘ
～

ｔ×１
＋ ｄ１
（ｎ－ｔ）×１

（２）

Ｌ２
ｔ×１

～

＝Ｂ２
ｔ×ｔ
　Ｘ
～

ｔ×１
＋ｄ２
ｔ×１

（３）

Ｂ２ 可逆，式（３）化 为Ｘ
～

＝Ｂ－１２ （Ｌ２
～

－ｄ２），将 其

代入式（２）即得

Ｌ１
～

＝Ｂ１Ｂ－１２ Ｌ２
～

－Ｂ１Ｂ－１２ ｄ２＋ｄ１ （４）

从式（４）可以看出，Ｌ１
～

中的ｎ－ｔ个被观测量

都可以表示为Ｌ２
～

中ｔ个被观测量的函数。因此，

只要将一个被观测量始终选在Ｌ１
～

中，遍历所有可

能选法即可得其所有的组合观测。再经过对组合

观测的筛选，就得到被观测量的所有误差独立组

合观测。

取式（１）中Ｌ
～

的一个分量Ｌ
～
（ｉ）为被观测量，记

其组合观测的全体为集合Ｇ１，误差独立组合观测

的全体为集合Ｇ２。确定Ｌ
～
（ｉ）的误差独立组合观测

的过程为：把Ｌ
～
（ｉ）选入Ｌ１

～
中，从余下的ｎ－１个被

观测量中选取ｔ个，列出所有的Ｃｔｎ－１种 选 法。依

据每种选法，组成Ｂ１ 和Ｂ２，如果Ｂ２ 可逆就得到

Ｌ
～
（ｉ）的一个组 合 观 测，遍 历 所 有 选 法 后 得 到Ｇ１。

从Ｇ１ 中选择成员（观测值）个数最少的组合观测

ｆ１，从Ｇ１ 中移除；将与ｆ１ 有共同成员的组合观测

从Ｇ１ 中移除；再从Ｇ１ 中选成员个数最少的组合

观测，重复上述操作直到Ｇ１ 为空集。已选取的ｆ１
等就是Ｌ１

～
的误差独立组合观测。

具体算法为：
（１）将Ｌ

～
（ｉ）选入Ｌ１

～
中，从余下的ｎ－１个被观

测 量 中 选 取ｔ个，所 有 的 Ｃｔｎ－１ 种 选 法 构 成 集

合Ｇ３。
（２）如果Ｇ３ 为 空，执 行 第５步；否 则，从Ｇ３

取一种选法（不放回），组成Ｂ２ 和Ｂ１。
（３）如果Ｂ２ 可逆，执行第４步；否则，执行第

２步。
（４）从Ｂ１Ｂ－１２ 中取Ｌ

～
（ｉ）对应的 那 一 行，如 果

该行数值全为零，执行第２步；如果不全为零，则

记录不为零的数值及其对应的被观测量，由此得

到Ｌ
～
（ｉ）的一个组合观测，将其加入Ｇ１，然后执行

第２步。
（５）上述步骤完成后，得到Ｇ１，计算Ｇ１ 元素

的成员数，记 ｍｉｎ为 最 少 的 成 员 数，ｍａｘ为 最 多

的成员数。设ｑ＝ｍｉｎ。
（６）如果ｑ＞ｍａｘ，算法结束；否则，取成员数

为ｑ的一个组合观测ｆ１，将其从Ｇ１ 中移除，并加

入Ｇ２。
（７）遍历Ｇ１，移除与ｆ１ 有共同成员的组合观

测。
（８）若Ｇ１ 为 空，则 算 法 结 束；否 则，执 行 第

９步。
（９）如果成 员 数 为ｑ的 组 合 观 测 未 取 完，执

行第６步；如果已取完，令ｑ＝ｑ＋１，执行第６步。
（１０）算法结束。
得到误差独立组合观测数并不能确定哪个观

测值含有粗差，还需要通过其他方法作进一步探

测。下面给 出 一 种 基 于 局 部 分 析 法 的 粗 差 探 测

方法。

３　基于局部分析法的粗差探测

设Ｌ
～
（ｉ）的一个误差独立组合观测为ａ１Ｌ（１）＋

ａ２Ｌ（２）＋…＋ａｔ１Ｌ（ｔ１），其中０＜ｔ１≤ｔ，ａ１、ａ２、…、

ａｔ１不为零。由组合观测的定义可知

Ｌ
～
（ｉ）＝ａ１Ｌ

～
（１）＋ａ２Ｌ

～
（２）＋…＋ａｔ１Ｌ

～
（ｔ１）（５）

令

ｗ＝Ｌ（ｉ）－（ａ１Ｌ（１）＋ａ２Ｌ（２）＋…＋ａｔ１Ｌ（ｔ１））

（６）
由式（５）可知ｗ的真值为零，所以式（６）计算

值就是真误 差。根 据 误 差 传 播 律 可 求 得ｗ 的 中

误差σｗ，如果｜ｗ｜≤２σｗ（偶然误差服从正态分布

时），并且不考虑粗差相互抵消的情况，则可认为

ｗ定义式中的观测值都没有粗差。然后依次对其

他误差独立组合观测进行分析，即可确定Ｌ
～
（ｉ）的

独立观测所涉及的哪些观测值不含粗差。对平差

问题的其他被观测量作上述分析，同样可以确定

一部分不含粗差的观测值。分析完所有的被观测

量后，可确定出不含粗差的观测值，余下的即为含

粗差观测值。

４　算　例

算例采用文献［９］的例７－４，是一个测角网坐

标平差，如图２所示。
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图２　测角网

Ｆｉｇ．２　Ｇｏｎｉｏｍｅｔｒｉｃ　ｎｅｔｗｏｒｋ

　　图２中，Ａ、Ｂ、Ｃ为已知点，坐标见表１，Ｄ 为

待定点。角度 观 测 值 为 等 精 度（中 误 差１．７″，先

验精度），列于表２。其中∠２含有粗差。

表１　已知点坐标

Ｔａｂ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ　ｏｆ　ｋｎｏｗｎ　ｐｏｉｎｔｓ　 ｍ

点号 Ｘ坐标 Ｙ 坐标

Ａ　 ８　９８６．６８　 ５　７０５．０３
Ｂ　 １３　７３７．３７　 １０　５０１．９２
Ｃ　 ６　６４２．２７　 １４　７１１．７５

表２　角度观测值

Ｔａｂ．２　Ｏｂｓｅｒｖｅｄ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ａｎｇｌｅｓ ″

角 观测值 角 观测值

∠１　 ３８４　６４２．２ ∠４　 １０２　３６５．０

∠２　 １１１　１８１．９ ∠５　 ４６０　１２１．２

∠３　 １５２　１９９．１ ∠６　 ８５　５１６．２

设Ｄ点的坐标真值为（１０　１２２．１６ｍ，１０　３１２．４４ｍ），
计算出６个角度被观测量的真值，列于表３的第

２列。列出测 角 网 坐 标 平 差 的 误 差 方 程，根 据 设

计矩阵计算每个被观测量的误差独立组合观测，
结果列于表３。表３中，角度单位为″。ｗ 为被观

测量的观测值与组合观测的差值，σｗ 为ｗ 的中误

差，ｍ１ 为误差独立组合观测数，ｍ２ 为包含观测值

和误差独立组合观测的总独立观测数。

根据局部分析法，由表３的ｍ２ 可知，如果∠１
～

的独立观测有１个粗差，可以定位，多于１个时则

不能定位。其他５个角度被观测量与∠１
～

有相同

的结论。

表３　测角网分析结果

Ｔａｂ．３　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｇｏｎｉｏｍｅｔｒｉｃ　ｎｅｔｗｏｒｋ ″

被观测量 真值 独立观测 ｗ　 ２σｗ ｍ１ ｍ２

∠１
～ ３８４　６４０．９

∠２
～ １１１　１６１．９

∠３
～ １５２　１９７．２

∠４
～ １０２　３６４．３

∠５
～ ４６０　１２０．５

∠６
～ ８５　５１５．１

∠１　 ３８４　６４２．２
－∠２－∠３＋６４８　０００　 ３８４　６１９．０　 ２３．２　 ５．９

４．２３∠４＋１．８９∠５－９１２　８１７．３　 ３８４　６４５．０ －２．８　 １６．０

∠２　 １１１　１８１．９
－∠４＋２１３　５２６．２　 １１１　１６１．２　 ２０．７　 ４．８
－∠１－∠３＋６４８　０００　 １１１　１５８．７　 ２３．２　 ５．９

∠５＋∠６－４３４　４７３．８　 １１１　１６３．６　 １８．３　 ５．９

∠３　 １５２　１９９．１
－∠１－∠２＋６４８　０００　 １５２　１７５．９　 ２３．２　 ５．９

－３．２３∠４－１．８８∠５＋１　３４７　２９１．１　 １５２　１９３．８　 ５．３　 １３．１

∠４　 １０２　３６５．０
－∠２＋２１３　５２６．２　 １０２　３４４．３　 ２０．７　 ４．８

∠１＋∠３－４３４　４７３．８　 １０２　３６７．５ －２．５　 ５．９
－∠５－∠６＋６４８　０００　 １０２　３６２．６　 ２．４　 ５．９

∠５　 ４６０　１２１．２
０．５３∠１＋２．２５∠２＋４　９４２．６　 ４６０　１６６．３　 ５４．９　 ８．５
－０．５３∠３－１．７２∠４＋７１７　２４２．４　 ４６０　１１８．４　 ２．８　 ７．０

∠６　 ８５　５１６．２
－０．５３∠１－１．２５∠２＋４２９　５３１．２　 ８５　４８９．４　 ２６．８　 ５．７
０．５３∠３＋０．７２∠４－６９　２４２．４　 ８５　５１６．６ －０．４　 ４．５

２　 ３

３　 ４

２　 ３

３　 ４

２　 ３

２　 ３

　　以表３的第４行为例，ｗ表示∠１与４．２３∠４＋
１．８９∠５－９１２　８１７．３的 差 值，可 以 看 出｜ｗ｜≤
２σｗ，于是ｗ表达式中涉及的∠１、∠４和∠５不含

粗差，分析所有被观测量可确定∠１、∠３、∠４、∠５
和∠６不含粗差。那么，余下的∠２即为含粗差观

测值，这与给定的观测值含粗差情况相符。

５　结　论

局部分析法逐个分析平差问题的观测值能否

容忍粗差，克服了从整体上分析可容忍粗差个数

７５
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的不合理性，实质上是将多维平差问题转换为多

个一维问题进行讨论，其优点在于无需进行平差

计算，仅依据平差问题的函数模型，因而适用于一

般的平差问题。
由于各种粗差处理方法均不能正确处理不可

发现和无法定位的粗差，为消除或减弱其对平差

结果的影响，使用稳健估计等方法之前应当采用

局部分析法分析平差问题。
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