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摘　要：提出确定联合反演中相对权比的两步法。第１步是不考虑相对权比，建立两类或多类数据的联合反演模型，通

过赫尔墨特方差分量估计使得两类或多类观测数据的单位权方差相等（或单位权方差的比值接近１），从而理论上确定

观测数据合理的权阵，同时对不同种类数据进行归一化；第２步是在获得合理的观测数据权阵之后，建立顾及相对权比

的联合反演模型，以目标函数值为最小来确定权比例因子。通过模拟数据，设计多个反演方案，证明两步法的有效性和

可行性。
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１　引　言

大地测量地球物理联合反演可以融合多种数

据（大地测量数据、地震波数据、地质数据以及地
球物理数据等），研究地球动力学，反演活动断层、
块体的运动情况，探讨地壳运动与地震的关系，是
大地测量学深入地学研究领域的一个重要的手

段。联合反演应用的一个关键问题是相对权比的
确定，它体现了各类资料在联合反演中贡献的大
小，一个成功的联合反演必须有一个合理的相对
权比，因此相对权比的研究是当今联合反演研究
的一个热点问题，得到了广泛关注［１－１４］。目前相

对权比确定的方法主要有４种：将相对权比当做
未知数与模型参数一同反演求解；根据先验信息（验
前方差）确定相对权比；相对权比人为定为０．５；赫尔
墨特方差分量估计法［２－４，７，９，１３］。本文针对这些方法
的优缺点，提出确定线性联合反演中相对权比的
两步法，最后通过模拟计算显示方法的有效性和
可行性。

２　确定联合反演中相对权比的两步法

对于线性反演模型，假设有两种不同类型的
观测数据，联合反演的目标函数为

Φ＝λＶＴ
１Ｐ１Ｖ１＋（１－λ）ＶＴ

２Ｐ２Ｖ２＝ｍｉｎ （１）



Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１２　Ｖｏｌ．４１　Ｎｏ．１　ＡＧＣＳ　 ｈｔｔｐ：∥ｘｂ．ｓｉｎｏｍａｐｓ．ｃｏｍ

式中，Ｖ１＝Ｂ１^Ｘ－Ｌ１；Ｖ２＝Ｂ２^Ｘ－Ｌ２；λ（０＜λ＜１）
为相对权比（由于是联合反演，因此本文λ不取０
和１）；Ｐ１＝Ｑ－１１ ；Ｐ２＝Ｑ－１２ 为权阵。
将式（１）对 Ｘ^ 求导有

Φ／^Ｘ＝２λＶＴ
１Ｐ１Ｂ１＋２（１－λ）ＶＴ

２Ｐ２Ｂ２＝０（２）
转置后得

λＢＴ
１Ｐ１Ｖ１＋（１－λ）ＢＴ２Ｐ２Ｖ２＝０ （３）

将Ｖ１ 和Ｖ２ 代入上式，整理得
［λＢＴ

１Ｐ１Ｂ１＋（１－λ）ＢＴ２Ｐ２Ｂ２］^Ｘ＝

λＢＴ
１Ｐ１Ｌ１＋（１－λ）ＢＴ２Ｐ２Ｌ２ （４）

两步法确定线性联合反演模型中相对权比的

具体步骤如下。
（１）第１步，用方差分量估计得到两类数据

的权阵的估值为Ｐ^ｉ（ｉ＝１，２），以及单位权方差的
估值σ^２０１和σ^

２
０２
。具体步骤为：

① 先不考虑相对权比λ，联合反演的目标函
数为

Φ′＝ＶＴ
１Ｐ１Ｖ１＋ＶＴ

２Ｐ２Ｖ２＝ｍｉｎ
法方程为

［ＢＴ１Ｐ１Ｂ１＋ＢＴ２Ｐ２Ｂ２］^Ｘ＝ＢＴ１Ｐ１Ｌ１＋ＢＴ２Ｐ２Ｌ２（５）
令

Ｎ＝Ｎ１＋Ｎ２
Ｎ１＝ＢＴ１Ｐ１Ｂ１
Ｎ２＝ＢＴ２Ｐ２Ｂ２
Ｗ＝Ｗ１＋Ｗ２

Ｗ１＝ＢＴ１Ｐ１Ｌ１
Ｗ２＝ＢＴ２Ｐ２Ｌ

烍

烌

烎２

（６）

所以，式（５）变为

Ｎ^Ｘ＝Ｗ （７）

确定两类观测资料权的初值Ｐ１ 和Ｐ２，选取
时根据前面计算得到的结果作为初值，如利用

ＧＰＳ和地震矩张量联合反演地壳运动速度场
时，Ｐ１ 可选为 ＧＰＳ站速度场的先验权阵，Ｐ２ 可
选为平均应变率的先验权阵。一般来说两类观
测数据的权Ｐ１ 和Ｐ２ 是可能不准确的，也就是说

Ｐ１ 和Ｐ２ 所对应的单位权方差不相等（σ２０１ ≠
σ２０２）。联合反演中利用赫尔墨特方差分量估计
的前提是：两类或多类观测值之间是相互独立
的，不独立时必须利用方差 －协方差分量估计来
确定单位权方差与单位权协方差，然后获得合
理的观测值权阵。

② 进行第一次求解，^Ｘ＝［Ｎ１＋Ｎ２］－１［Ｗ１＋

Ｗ２］，Ｖ１＝Ｂ１^Ｘ－Ｌ１，Ｖ２＝Ｂ２^Ｘ－Ｌ２，求得ＶＴ
１Ｐ１Ｖ１

和ＶＴ
２Ｐ２Ｖ２。

③ 进行第一次方差分量估计［１５］

Ｓ^θ＝Ｗθ （８）

式中

Ｓ＝
ｎ１－２ｔｒ（Ｎ－１　Ｎ１）＋ｔｒ（Ｎ－１　Ｎ１）２　 ｔｒ（Ｎ－１　Ｎ１Ｎ－１　Ｎ２）

ｔｒ（Ｎ－１　Ｎ１Ｎ－１　Ｎ２） ｎ２－２ｔｒ（Ｎ－１　Ｎ２）＋ｔｒ（Ｎ－１　Ｎ２）［ ］２ ；

θ^＝ σ^２０１ σ^
２
０［ ］２ Ｔ；　Ｗθ＝ ＶＴ

１Ｐ１Ｖ１ ＶＴ
２Ｐ２Ｖ［ ］２ Ｔ

求得两类观测数据单位权方差的第１次估值

σ^２０１和σ^
２
０２
（^θ＝Ｓ－１　Ｗθ），再用下式定权［１５］

Ｐ^ｉ＝ｃ／（^σ２０ｉＰ
－１
ｉ ）　（ｉ＝１，２） （９）

式中，ｃ为任一常数，一般选取σ^２０ｉ中的某一个值。

④ 反复进行步骤②和步骤③，即进行求解

ＶＴ
ｉＰｉＶｉ（ｉ＝１，２）—方差分量估计（^θ＝Ｓ－１　Ｗθ）—定
权后Ｐ^ｉ＝ｃ／（^σ２０ｉＰ

－１
ｉ ）（ｉ＝１，２）再求解ＶＴ

ｉＰｉＶｉ（ｉ＝
１，２），直至σ^２０１＝^σ

２
０２
为止，或通过必要的检验认为

两类单位权方差之比等于１为止。
第１步所用的方程为
［ＢＴ１Ｐ１Ｂ１＋ＢＴ２Ｐ２Ｂ２］^Ｘ＝ＢＴ１Ｐ１Ｌ１＋ＢＴ２Ｐ２Ｌ２
目标函数是

Φ′＝ＶＴ
１Ｐ１Ｖ１＋ＶＴ

２Ｐ２Ｖ２＝ｍｉｎ
将两类数据进行了融合匹配，即获得σ^２０１＝^σ

２
０２
。

（２）第２步，根据第１步得到的两类观测资
料权阵的估值Ｐ^１ 和Ｐ^２，在式（１０）下求取相对权
比和模型参数，即

Ｘ^＝（τＢＴ
１^Ｐ１Ｂ１＋（１－τ）ＢＴ２^Ｐ２Ｂ２）－１·

　 （τＢＴ
１^Ｐ１Ｌ１＋（１－τ）ＢＴ２^Ｐ２Ｌ２）

Ｖ１＝Ｂ１^Ｘ－Ｌ１
Ｖ２＝Ｂ２^Ｘ－Ｌ２
０＜τ＜１
珚Φ（Ｖ１，Ｖ２）

烍

烌

烎＝ｍｉｎ

（１０）

式中，τ为对应于观测值权阵估值Ｐ^ｉ（ｉ＝１，２）的
相对权比，与式（１）中对应于Ｐｉ（ｉ＝１，２）的相对权
比λ不同；珚Φ（Ｖ１，Ｖ２）是Ｖ１ 和Ｖ２ 的函数，常用
珚Φ（Ｖ１，Ｖ２）函数主要有ＶＴ１^Ｐ１Ｖ１＋ＶＴ２^Ｐ２Ｖ２、τＶＴ１^Ｐ１Ｖ１＋
（１－τ）ＶＴ

２^Ｐ２Ｖ２、ＶＴ
１Ｖ１＋ＶＴ

２Ｖ２ 和∑ Ｖ１ ＋∑ Ｖ２
等。本文算例部分将进行详细讨论。
具体步骤是：选定一个步长，让权比例因子τ

遍历整个取值区间０＜τ＜１，每个τ对应于一个参
数解Ｘ^和珚Φ（Ｖ１，Ｖ２），把其中珚Φ（Ｖ１，Ｖ２）的最小值
对应的参数向量和此时的权比例因子作为最终

结果。
由式（９）和式（１０）得λ与τ的关系为

０２
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λ＝
τ∏

ｊ

（１
σ^２０１
）ｊ

τ∏
ｊ

（１
σ^２０１
）ｊ＋（１－τ）∏

ｊ

（１
σ^２０２
）ｊ
（１１）

式中，ｊ＝１，２，３，…为两步法第１步的迭代次数。
可以将两步法简单概括如下：第１步是不考

虑相对权比，建立两类或多类数据的联合反演模
型，通过赫尔墨特方差分量估计使得两类或多类
观测数据的单位权方差相等（或单位权方差的比
值接近１），从理论上确定观测数据合理的权阵，
同时对不同种类数据进行归一化；第２步是在获
得合理的观测数据权阵之后，建立顾及相对权比
的联合反演模型，将相对权比和模型参数当做未
知数同时进行反演，以目标函数值为最小来确定
权比例因子。两步法是一种概括反演方法，赫尔
墨特方差分量估计法、将相对权比当做未知数同
模型参数一同反演的方法以及单一反演方法都是

两步法的特例；其优点是可以获得观测数据合理
权阵，同时使得顾及相对权比的联合反演目标函
数取得最小值，并对各类观测数据进行归一化。
当不同源数据出现量纲不一致情况时，首先需

要对多源数据进行无量纲化处理，常用的方法为
［ｆｏｂｓｉ －Ｆｉ（ｍ）］／ｆｏｂｓｉ 或［ｆｏｂｓｉ －Ｆｉ（ｍ）］／σ０ｆｉ，其中ｆ

ｏｂｓ
ｉ

为观测数据，Ｆｉ（ｍ）为各自模型拟合的观测值，σ０ｆｉ
为观测数据的标准差，下标ｉ表示第ｉ类数据［１０］。

３　算例及分析

３．１　算　例
在假定介质均匀且邻近测点间应变均匀的情

况下，可以建立邻近点间相对形变量与地壳应变
张量的线性关系［１６］。设监测网第ｊ点两期纵坐
标位移为ｕｊ，横坐标位移为ｖｊ，网中共有ｍ点，则
由坐标位移反演应变参数的公式（二维）为［１７］

ｕｊ＝ｘｊεｘ＋ｙｉεｘｙ－ｙｊω

ｖｊ＝ｘｊεｘｙ＋ｙｉεｙ－ｘｊ
烍
烌

烎ω
（１２）

式中，ｘｊ、ｙｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）为第ｊ点近似坐标；ω
为其转动量；εｘ、εｙ、γｘｙ 为应变状态参数，且

γｘｙ＝２εｘｙ。
利用该应变参数反演模型模拟生成了反演应

变参数的ＧＰＳ坐标位移数据和边角网平差后的
坐标位移数据（ｕ１、ｖ１）和（ｕ２、ｖ２），并对两类观测资
料分别施加了σ２＝０．５ｍｍ２ 和珋σ２＝１．０ｍｍ２ 的随
机噪声后的数据为（ｕ′１、ｖ′１）和（ｕ′２、ｖ′２）。具体见
表１和表２，相应的坐标位移协因数阵数据分别

见表３和表４。

表１　ＧＰＳ坐标数据及坐标位移观测值数据

Ｔａｂ．１ 　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ａｎｄ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ　ｏｆ

ＧＰＳ　ｓｔａｔｉｏｎｓ

序号 Ｘ／ｍ　 Ｙ／ｍ　 ｕ１／ｍｍ　ｖ１／ｍｍ　ｕ′１／ｍｍ　 ｖ′１／ｍｍ

１　１００．０００　１００．０００　１．０００　 ２０．２００　 ０．７８３　７　 １９．３６７　２

２　１００．０００　３００．０００－１．０００　 １８．６００－０．９３７　３　 １８．７４３　８

３　１００．０００　５００．０００－３．０００　 １７．０００－３．５７３　２　 １７．５９５　５

４　３００．０００　１００．０００　５．０００　 ６２．２００　 ５．５９４　６　 ６２．１８１　２

５　３００．０００　３００．０００　３．０００　 ６０．６００　 ３．１６３　６　 ６０．６８７　３

６　３００．０００　５００．０００　１．０００　 ５９．０００　 ０．９０６　６　 ５９．３６２　９

７　５００．０００　１００．０００　９．０００　１０４．２００　 ８．７０５　８　１０５．２９１　６

８　５００．０００　３００．０００　７．０００　１０２．６００　 ６．９３１　８　１０２．６５７　０

９　５００．０００　５００．０００　５．０００　１０１．０００　 ５．５３３　４　１０１．０２９　６

表２　边角网的坐标数据及坐标位移观测值数据

　Ｔａｂ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ａｎｄ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ　ｏｆ

ｓｉｄｅ－ａｎｇｌｅ　ｎｅｔｗｏｒｋ

序号 Ｘ／ｍ　 Ｙ／ｍ　 ｕ２／ｍｍ　ｖ２／ｍｍ　ｕ′２／ｍｍ　 ｖ′２／ｍｍ

１　１００．０００　１００．０００ 　１．０００　２０．２００　０．５６７　４　１８．５３４　４

２　１００．０００　６００．０００ －４．０００　 １６．２００－３．８７４　７　１６．４８７　７

３　６００．０００　１００．０００　１１．０００　１２５．２００　 ９．８５３　５　１２６．３９０　９

４　６００．０００　６００．０００　 ６．０００　１２１．２００　 ７．１８９　２　１２１．１６２　４

为了比较本文提出的确定线性联合反演模型

相对权比的两步法与其他方法之间的优缺点，利
用模拟数据进行了计算，分以下１０个方案进行，λ
表示 ＧＰＳ坐标位移在联合反演中所占的比重。
方案１：ＧＰＳ坐标位移的单一反演；方案２：边角
网平差坐标位移的单一反演；方案３：λ＝０．５；方
案４：（１－λ）／λ＝σ２０１／σ

２
０２
，λ＝０．６６６　７；方案５：以

Φ＝λＶＴ
１Ｐ１Ｖ１＋ （１－λ）ＶＴ

２Ｐ２Ｖ２＝ ｍｉｎ，把λ当做
未知数同模型参数一同进行反演；方案６：赫尔墨
特方差分量估计法［４］，迭代终止的条件为两类数
据单位权方差估值之差小于等于０．０００　１；为了比
较两步法中第２步的目标函数珚Φ（Ｖ１，Ｖ２）（式（１０）
所示）的不同对确定相对权比的影响，分别计算了
以珚Φ１（Ｖ１，Ｖ２）＝ＶＴ

１^Ｐ１Ｖ１＋ＶＴ
２^Ｐ２Ｖ２＝ｍｉｎ、珚Φ２（Ｖ１，

Ｖ２）＝ＶＴ１Ｖ１＋ＶＴ２Ｖ２＝ｍｉｎ、珚Φ３（Ｖ１，Ｖ２）＝τＶＴ
１^Ｐ１Ｖ１＋

（１－τ）ＶＴ２^Ｐ２Ｖ２＝ｍｉｎ以及珚Φ４（Ｖ１，Ｖ２）＝∑ Ｖ１ ＋
∑ Ｖ２ ＝ｍｉｎ为目标函数确定相对权比的两步
法，分别称为方案７、方案８、方案９和方案１０，迭
代计算时τ步长取为０．０００　１；为便于阅读将各方
案的所用方法列于表５中。
各方案应变参数反演结果见表６。

１２



Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１２　Ｖｏｌ．４１　Ｎｏ．１　ＡＧＣＳ　 ｈｔｔｐ：∥ｘｂ．ｓｉｎｏｍａｐｓ．ｃｏｍ

表３　ＧＰＳ坐标位移协因数阵数据

Ｔａｂ．３　Ｃｏｆａｃｔｏｒ　ｍａｔｒｉｘ　ｏｆ　ＧＰＳ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｕ１ ｖ１ ｕ２ ｖ２ ｕ３ ｖ３ ｕ４ ｖ４ ｕ５ ｖ５ ｕ６ ｖ６ ｕ７ ｖ７ ｕ８ ｖ８ ｕ９ ｖ９

ｕ１ 　９．２ 　２．１ －１．６ 　２．８ －１．９ 　３．２ 　３．７ －２．６ 　３．１ 　４．７ 　６．３ 　４．１ －１．６ 　５．４ 　２．９ －１．１ 　２．９ －１．８
ｖ１ ２．１　 ８．６　 ４．７ －１．９　 ４．２　 ３．５　 ７．８ －１．１ －２．７　 ５．３　 ４．８ －１．２　 ５．７　 ３．９　 ３．７　 ４．６　 ３．４　 ５．１
ｕ２ －１．６　 ４．７　１０．７　 ５．８　 ３．９　 ４．１　 ６．２　 ４．３ －１．４　 ３．８　 １．９　 ３．９　 ２．８　 ４．２ －１．５　 ６．３ －１．１　 ３．６
ｖ２ ２．８ －１．９　 ５．８　 ９．８　 ３．３ －１．８　 ４．１　 ５．２　 ２．２　 ２．９　 ４．６ －１．５　 ３．９　 ２．６　 ４．３　 ６．６ －１．４　 ３．９
ｕ３ －１．９　 ４．２　 ３．９　 ３．３　１１．４　 ３．５ －２．８　 ３．０　 ２．７　 ４．３　 ６．０　 ４．３ －１．１　 ２．７ －１．７　 ３．３　 ２．７　 ４．０
ｖ３ ８．２　 ３．５　 ４．１ －１．８　 ３．５　１０．７　 ４．２ －１．３　 ５．１　 ２．７　 ６．２ －１．３ －１．５　 ３．７　 ４．１　 ６．３ －１．３　 ４．５
ｕ４ ３．７　 ７．８　 ６．２　 ４．１ －２．８　 ４．２　 ９．９ －１．８ －１．２　 ４．６　 ３．９　 ５．１ －２．７　 ７．１　 ４．６　 ２．９　 ４．２　 ３．４
ｖ４ －２．６ －１．１　 ４．３　 ５．２　 ３．０ －１．３ －１．８　 ８．３　 ３．８　 ２．７　 ４．８ －１．７ －１．３　 ３．８ －１．５　 ３．４　 ２．７ －１．９
ｕ５ ３．１ －２．７ －１．４　 ２．２　 ２．７　 ５．１ －１．２　 ３．８　１０．６　 ３．２ －１．１ －１．３ －１．９　 ４．７　 ５．９　 ２．８　 ４．６ －１．１
ｖ５ ４．７　 ５．３　 ３．８　 ２．９　 ４．３　 ２．７　 ４．６　 ２．７　 ３．２　 ９．９　 １．６　 ２．３ －１．０　 ２．４　 ２．７ －１．１　 ２．０　 １．６
ｕ６ ６．３　 ４．８　 １．９　 ４．６　 ６．０　 ６．２　 ３．９　 ４．８ －１．１　 １．６　 ８．２ －２．７ －１．１　 ２．７　 １．８　 ３．０ －１．１　 ３．７
ｖ６ ４．１ －１．２　 ３．９ －１．５　 ４．３ －１．３　 ５．１ －１．７ －１．３　 ２．３ －２．７　１０．４　 １．９ －１．４　 ５．０　 ４．３　 ３．７　 ２．９
ｕ７ －１．６　 ５．７　 ２．８　 ３．９ －１．１ －１．５ －２．７ －１．３ －１．９ －１．０ －１．１　 １．９　 ９．６ －２．３　 ３．０　 ２．９　 ４．１ －１．７
ｖ７ ５．４　 ３．９　 ４．２　 ２．６　 ２．７　 ３．７　 ７．１　 ３．８　 ４．７　 ２．４　 ２．７ －１．４ －２．３　 ８．８ －１．７　 ４．６ －２．７　 ３．６
ｕ８ ２．９　 ３．７ －１．５　 ４．３ －１．７　 ４．１　 ４．６ －１．５　 ５．９　 ２．７　 １．８　 ５．０　 ３．０ －１．７　 ８．４ －１．１　 ２．７　 ３．７
ｖ８ －１．１　 ４．６　 ６．３　 ６．６　 ３．３　 ６．３　 ２．９　 ３．４　 ２．８ －１．１　 ３．０　 ４．３　 ２．９　 ４．６ －１．１　 ９．６ －１．１　 ２．９
ｕ９ ２．９　 ３．４ －１．１ －１．４　 ２．７ －１．３　 ４．２　 ２．７　 ４．６　 ２．０ －１．１　 ３．７　 ４．１ －２．７　 ２．７ －１．１　１０．２ －１．５
ｖ９ －２．８　 ５．１　 ３．６　 ３．９　 ４．０　 ４．５　 ３．４ －１．９ －１．１　 １．６　 ３．７　 ２．９ －１．７　 ３．６　 ３．７　 ２．９ －１．５　 ８．０

表４　边角网平差后坐标位移的协因数阵数据

Ｔａｂ．４　Ｃｏｆａｃｔｏｒ　ｍａｔｒｉｘ　ｏｆ　ｓｉｄｅ－ａｎｇｌｅ　ｎｅｔｗｏｒｋ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ａｆｔｅｒ　ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ

ｕ１ ｖ１ ｕ２ ｖ２ ｕ３ ｖ３ ｕ４ ｖ４

ｕ１ １９．２ 　６．１ －２．６ 　４．８ －２．９ 　５．２ 　３．７ －２．９

ｖ１ ６．１　 １８．６　 ４．７ －３．９　 ５．２　 ６．５ －３．８　 ５．１

ｕ２ －２．６　 ４．７　１６．７　 ５．８ －３．９　 ４．１　 ６．２ －４．３

ｖ２ ４．８ －３．９　 ５．８　１５．８　 ６．３ －３．８　 ４．４　 ５．２

ｕ３ －２．９　 ５．２ －３．９　 ６．３　１７．４　 ３．５ －２．８　 ３．０

ｖ３ ５．２　 ６．５　 ４．１ －３．８　 ３．５　１８．７　 ４．２ －１．３

ｕ４ ３．７ －３．８　 ６．２　 ４．４ －２．８　 ４．２　１６．９ －１．８

ｖ４ －２．９　 ５．１ －４．３　 ５．２　 ３．０ －１．３ －１．８　１８．３

表５　各方案所用方法列

Ｔａｂ．５　Ｔｈｅ　ｍｅｔｈｏｄ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｐｒｏｊｅｃｔ

方案 方法

１ λ＝１
２ λ＝０
３ λ＝０．５
４ （１－λ）／λ＝σ２０１／σ

２
０２
，即λ＝０．６６６　７

５
以Φ＝λＶＴ１Ｐ１Ｖ１＋ （１－λ）ＶＴ２Ｐ２Ｖ２＝ｍｉｎ为目标函数确
定相对权比，以式（４）求参数

６ 赫尔墨特方差分量估计法

７ 珚Φ１（Ｖ１，Ｖ２）＝ＶＴ１^Ｐ１Ｖ１＋ＶＴ２^Ｐ２Ｖ２＝ｍｉｎ（两步法）

８ 珚Φ２（Ｖ１，Ｖ２）＝ＶＴ１Ｖ１＋ＶＴ２Ｖ２＝ｍｉｎ（两步法）

９ 珚Φ３（Ｖ１，Ｖ２）＝τＶＴ１^Ｐ１Ｖ１＋（１－τ）ＶＴ２^Ｐ２９２＝ｍｉｎ（两步法）

１０ 珚Φ４（Ｖ１，Ｖ２）＝∑｜Ｖ１｜＋∑｜Ｖ２｜＝ｍｉｎ（两步法）

表６　应变参数反演结果

Ｔａｂ．６　Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｍｏｄｅｌ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

εｘ（×１０－６） εｙ（×１０－６） εｘｙ（×１０－６） ω（×１０－６） ‖ΔＸ‖ λ

Ｒ　 ２０．０００　０±０．０００　０ －８．０００　０±０．０００　０　 １００．０００　０±０．０００　０　 １１０．０００　０±０．０００　０ — —

１　 ２０．７８７　９±０．４６２　４ －９．５５４　０±１．０５１　４　 １００．７６８　４±０．５１８　４　 １１１．２８７　６±０．４９５　５　 ２．２９８　７　 １．０００　０
２　 １９．４２９　８±１．９８７　４ －８．７３１　８±１．６１３　５　 １０１．００２　７±１．１５８　１　 １０８．９２５　８±１．１０５　６　 １．７３７　８　 ０．０００　０
３　 １９．５８４　７±０．６８２　６ －８．８７４　４±０．７７２　５　 １００．９６２　３±０．４５３　０　 １０９．４７８　７±０．５０４　７　 １．４６１　１　 ０．５００　０
４　 １９．７８０　２±０．９８２　９ －８．９６９　２±１．２８７　５　 １００．９１６　９±０．７１２　６　 １０９．８１６　９±０．８０４　１　 １．３６４　５　 ０．６６６　７
５　 ２０．７８７　４±１．３９３　２ －９．５５３　５±３．１６７　０　 １００．７６８　４±１．５６１　５　 １１１．２８６　８±１．４９２　７　 ２．２９７　７　 ０．９９９　９
６　 ２０．５５６　９±０．４３８　４ －９．３８０　０±０．８７６　６　 １００．７７９　５±０．４３９　４　 １１０．９６０　９±０．４４５　９　 １．９３５　３　 ０．９５５　１
７　 ２０．５５６　９±０．４３８　４ －９．３８０　０±０．８７６　６　 １００．７７９　５±０．４３９　４　 １１０．９６０　９±０．４４５　９　 １．９３５　３　 ０．９５５　１
８　 ２０．１７７　１±０．５３１　８ －９．１６０　７±０．８７１　８　 １００．８３４　７±０．４５３　１　 １１０．４１７　７±０．４９４　２　 １．４９９　９　 ０．８５１　７
１０　 ２０．３５０　３±０．７５８　１ －９．２５３　７±１．３５９　８　 １００．８０５　５±０．６９４　０　 １１０．６６７　１±０．７３５　３　 １．６６９　９　 ０．９０４　５

　　由于方案９与方案２等价，因此，表６中没有
列出方案９的计算结果，由方案７、方案８、方案９

和方案１０的两步法计算出来的相对权比τ分别
为０．５００　０、０．２１２　７、０（不加０＜τ＜１的限制，允

２２
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许取值０和１）和０．３０８　２。根据式（１１）将对应于

Ｐ^ｉ（ｉ＝１，２）的相对权比τ转换成对应于式（１）中

Ｐｉ（ｉ＝１，２）的相对权比λ分别为０．９５５　１、０．８５１　７、

０和０．９０４　５（如表６所示）；‖ΔＸ‖表示模型参数
反演结果与真值差值的范数；Ｒ表示参数的真值。
然后，本文绘制了方案５、方案７、方案８、方案９
和方案１０的目标函数与相对权比之间的关系图，
如图１所示。

图１　各方案残差图

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｓｉｄｕａｌ　ｇｒａｐｈｓ　ｏｆ　ｓｏｍｅ　ｐｒｏｊｅｃｔｓ

３．２　结果分析
（１）对于反演结果的评价一般要从内符合精

度和外符合精度两个方面进行综合考虑。本文参
数估值的中误差是反演结果的内符合精度指标，
反演结果与真值的差值范数‖ΔＸ‖作为外符合
精度指标。整体上从内符合精度来看，方案６和
方案７的结果最优，而且二者是等价的。从外符
合精度来看，方案４的差值范数最小，这与理论相
符，因为给定的权比即为实际权比。然而这种方
法不具操作性，因为在反演之前两类数据的验前
单位权方差是很难准确知道的；方案３虽然外符
合精度较高，但是内符合精度稍差；方案５的结果

与方案１几乎相同，若不加０＜λ＜１的限制允许
取值０和１，则方案５与方案１是等价的；方案８
具有较高的外符合和内符合精度；方案１０具有较
高的外符合精度，但内符合精度较差；方案９与方
案２等价，为边角网坐标位移的单一反演。综合
起来看，当观测值不含粗差时，两步法（除方案１０
外）可以得到较好的反演结果。

（２）验前单位权方差法（方案４）的主要缺点
是反演结果与给予的验前（初始）单位权方差有着
很大的关系。验前单位权方差给的准确，则可以
得到较好的结果（如本文的算例），若初始单位权
方差不准确，就会得到不好的结果［２，４］。赫尔墨
特方差分量估计法（方案６）的主要优点是得到的
结果具有最优无偏的特性，不会受到验前单位权
方差不准确的限制。两步法是一种概括反演方
法，赫尔墨特方差分量估计法（方案６）以及单一
反演方法（方案２）等都是两步法的特例。两步法
通过目标函数珚Φ（Ｖ１，Ｖ２）的选择统一了这些常用
的方法。两步法同样不会受到验前单位权方差不
准确的限制，可以获得观测数据合理权阵，同时使
得顾及相对权比的联合反演目标函数取得最小

值，并对各类观测数据进行了归一化。由图１可
以看出，两步法的第２步采用不同的目标函数确
定相对权比的结果是不同的。两步法目标函数
珚Φ（Ｖ１，Ｖ２）的选取方法为，观测值仅含偶然误差
时，若要获得最优无偏的反演结果，则选珚Φ１（Ｖ１，

Ｖ２）为目标函数；相对权比和模型参数都当做未
知数同时计算时，可选珚Φ２（Ｖ１，Ｖ２）为目标函数；相
对权比和模型参数都当做未知数同时计算时，不可
选珚Φ３（Ｖ１，Ｖ２）作为目标函数，否则变成单一反演。
因此，目标函数的选择可以根据实际情况确定。

（３）由残差图１（ａ）（方案５）和图１（ｄ）（方案

４）可以看出，λＶＴ
１Ｐ１Ｖ１＋ （１－λ）ＶＴ

２Ｐ２Ｖ２与相对权
比λ以及τＶＴ

１^Ｐ１Ｖ１＋（１－τ）ＶＴ
２^Ｐ２Ｖ２ 与相对权比τ

之间是成递减或递增的关系，因此当以此类目标
函数作为确定相对权比的标准，且将其当做未知
数与模型参数一同进行求解时，得到相对权比的
值为１或者０，如文献［４］中的λ＝１。

（４）联合反演中相对权比的大小虽然是由所
用的方法确定的，但并不能以得到的相对权比的
大小作为评价确定相对权比方法好坏的标准。无
论采用何种方法确定相对权比，一般精度较高、数
目较多的一类观测值应该在联合反演中起主要作

用，该观测值的相对权比也较大，如本文算例中的

３２
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ＧＰＳ观测数据。
相对权比的确定是联合反演中的关键问题。

本文提出的确定联合反演中相对权比的两步法是

一种概括反演方法，其优点是不受验前单位权方差
的限制，可以获得观测数据的合理权阵，同时使得
顾及相对权比的联合反演目标函数取得最小值，并
对各类观测数据进行了归一化。模拟数据的计算，
显示了在处理线性联合反演问题时该方法是非常

有效的。但是，两步法还需要在实际应用中进一步
验证和改进。
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