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摘　要：ＬＳ估计对粗差非常敏感。在粗差的探测与识别理论体系中，通常采用正态检验、学生氏ｔ检验以及τ检验等，笔

者对此进行比较分析。标准化局部敏感度指标与标准化ＬＳ残差均可用来作正态检验，但研究表明，当观测量相关时，前

者的检验功效大于后者。先验单位权方差因子未知时，可依据内部学生化残差及外部学生化残差分别进行τ检验和学

生氏ｔ检验。与此对照，构造了内部学生化敏感度指标及外部学生化敏感度指标以代替标准化敏感度指标。由于τ检验理

论本身存在固有缺陷，而学生氏ｔ检验或将造成“纳伪”错误的增加。为此，较为稳妥的方案是仍然采用正态检验，但将标

准化局部敏感度指标中的单位权中误差以其抗差ＬＭＳ估计代替。
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１　引　言

为保证测量成果达到设计要求，在完成实测
任务后，必须进行测量数据的质量分析。大量研
究表明，粗差仅仅占到观测量总数的１％至１０％左
右。粗差的存在往往对最小二乘（ｌｅａｓｔ－ｓｑｕａｒｅｓ，

ＬＳ）估计造成不良的影响，即ＬＳ估计的抗差性
（ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ，又译为稳健性）非常差［１－１２］。
对于工程技术与应用领域而言［２］，抗差性可

以理解为统计推断中的敏感度分析理论（或者称
为扰动分析、稳定性分析理论）。换言之，抗差性，
即估计量抵御粗差影响的能力，表现为平差结果
对观测异常的敏感程度［５］。拟合优度检验［５－７］是
检验平差成果的一项重要指标。因此，通过对拟
合优度检验量进行敏感度分析构造探测与识别观

测异常的统计量，具有显著的物理意义。
在粗差探测法中，假定随机模型能够客观反

映观测量之间的（相对）精度及统计相关性，把粗
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差问题归结为函数模型与实际模型的偏离。如果
拟合优度检验结果不显著，说明在一定显著性水
平上，平差成果达到了要求，可以采纳；否则就表
明当前的函数模型不能准确描述观测量之间或观

测量与未知参数之间的物理或者几何关系［６，１３］。
需要指出的是，拟合优度检验虽然能够检验出粗
差的存在与否，但却不能探测和准确定位有几个
观测量以及具体是哪几个观测量受到了多大量级

的粗差污染［１３，１５］。
在粗差的探测与识别中，通常采用正态检验、

学生氏ｔ检验以及τ检验等，而构造相应的统计
检验量既可基于局部敏感度指标，亦可基于ＬＳ
残差。本文对实施粗差探测与识别的统计检验量
进行了比较分析，得到如下结论：① 相关观测情
形，局部敏感度指标比ＬＳ残差的检验功效大，若
单位权中误差精确已知，宜采用基于标准化局部
敏感度指标的正态检验；② 单位权中误差未知
时，τ检验理论本身存在固有缺陷，而学生氏ｔ检
验或将造成“纳伪”错误的增加，较为稳妥的方案
是仍然采用正态检验，但将标准化局部敏感度指标
中的单位权中误差以其抗差ＬＭＳ（ｌｅａｓｔ　ｍｅｄｉａｎ　ｏｆ
ｓｑｕａｒｅｓ）估计代替。

２　模型描述

考虑如下线性Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ模型［５－７］

Ｌ＝ＡＸ＋ｅ　ｅ～Ｎ（Ｏ，σ２０Ｐ－１） （１）
式中，Ａ为ｎ×ｕ（ｎ－ｕ＞１）列满秩设计阵；Ｘ 为

ｕ×１未知参数向量；Ｌ为ｎ×１观测向量；ｅ为相
应的误差（噪声）向量，其方差－协方差阵为

σ２０Ｐ－１。这里对称正定阵Ｐ为观测量的先验权阵，
而σ２０ 通常称为单位权方差因子。
基于ＬＳ原理，可得到模型（１）中未知参数的

ＬＳ估计为［５－７］

Ｘ^＝（ＡＴＰＡ）－１　ＡＴＰＬ （２）
相应的残差向量为

Ｖ＝Ｌ－Ａ^Ｘ＝ＲＬ （３）
式中，Ｒ＝Ｉ－Ａ（ＡＴＰＡ）－１　ＡＴＰ以矩阵形式反映平
差结构，是质量的全面度量，称为平差因子阵［１２］。
容易验证平差因子阵Ｒ幂等，并具以下有用

性质

ＲＴＰ＝ＰＲ＝ＲＴＰＲ （４）
基于此，ＬＳ残差的加权平方和Ω＝ＶＴＰＶ亦可表
示为［１３－１６］

Ω＝ＬＴＰＲＬ （５）

３　基于敏感度分析的统计量

３．１标准化局部敏感度指标
将ＬＳ残差的加权平方和对第ｉ个观测量ｌｉ

进行微分，得到［１３－１４］

Ω／ｌｉ＝２ｈＴｉＰＶ （６）
式中，ｈｉ表示第ｉ个分量为１，其余分量皆为０的

ｎ维单位向量。
显然，Ω／ｌｉ衡量的是Ω 对第ｉ个观测值的

扰动的敏感程度。注意到

Ω／ｌｉ～Ｎ（０，４σ２０ｈＴｉＰＲｈｉ） （７）
因此统计量

ｗｉ＝
ｈＴｉＰＶ

σ０ ｈＴｉＰＲｈ槡 ｉ

（８）

可用于检验Ω对第ｉ个观测量的扰动是否“敏感”。
根据已知数据可以计算出ｗ 统计检验量的

取值，其绝对值越大，表明Ω对第ｉ个观测量的扰
动越“敏感”，故而ｌｉ 受到粗差污染的可能性就越
大。因此，称 ｗｉ 为第ｉ个观测量的标准化局部
敏感度指标［１３－１４］。
应该指出的是，这里的ｗｉ即为可靠性理论中

Ｂａａｒｄａ［１７］导出的ｗ统计检验量。

３．２　外部学生化局部敏感度指标
通过对局部敏感度指标进行标准化，可以有

效消除量纲的影响，这对于多源数据融合的质量
控制问题意义尤为重要。然而，得到标准化局部
敏感度指标的前提是先验单位权中误差精确已

知，否则就无法利用ｗ统计量进行假设检验。
在测量实践中，先验单位权中误差往往未

知［５－７，１２］。为此，本文提出如下服从自由度为ｎ－
ｕ－１的学生氏分布的统计检验量

ｔｉ＝
ｗｉ

（Ω／σ２０－ｗ２ｉ）／（ｎ－ｕ－１槡 ）
（９）

并将 ｔｉ 称为第ｉ 个外部学生化局部敏感度
指标。
当存在多个粗差时，ＬＳ残差的加权平方和Ω

往往偏大。由定义不难知道，这或将导致外部学
生化局部敏感度指标 ｔｉ 普遍偏小，进而造成“纳
伪”错误的增加。因此，基于外部学生化局部敏感
度指标探测和识别粗差潜在一定的风险。

３．３　内部学生化局部敏感度指标
单位权中误差未知时，还可通过构造统计量

τｉ＝
ｗｉ
σ^２０／σ槡 ２

０

（１０）

５１
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进行粗差的探测与识别，这里σ^２０＝Ω／（ｎ－ｕ）为平
差模型式（１）中的验后单位权方差因子。 τｉ 称
为内部学生化局部敏感度指标。
统计量式（１０）亦可表达为服从学生氏分布的

统计量ｔｉ的函数，即

τｉ＝ ｎ－槡 ｕ ｔｉ
ｎ－ｕ－１＋ｔ２槡 ｉ

（１１）

Ｔｈｏｍｐｓｏｎ将统计量τｉ服从的分布称为自由
度为ｎ－ｕ的τ分布［１８］。在测量质量控制中，τ检
验是应用最为广泛的统计量之一［５，１８－２４］。

可证明，相互独立的统计量ｗ２ｉ 与Ω／σ２０－ｗ２ｉ
均服从χ

２ 分布，并且其自由度分别为１和ｎ－ｕ－
１。由统计理论知，服从自由度为ｐ的χ

２ 分布的

统计量与服从自由度分别为１／２、ｐ／２的 Ｇａｍｍａ
分布具有相同概率分布密度［５］，因此ｗ２ｉ 服从自由
度分别为１／２、１／２的Ｇａｍｍａ分布，而Ω／σ２０－ｗ２ｉ 则
服从自由度分别为１／２、（ｎ－ｕ－１）／２的Ｇａｍｍａ分
布。于是，可以构造出如下服从自由度分别为１／２、
（ｎ－ｕ－１）／２的Ｂｅｔａ分布的统计量

ｗ２ｉ
Ω／σ２０

＝ ｗ２ｉ
ｗ２
ｉ＋（Ω／σ２０－ｗ２ｉ）

（１２）

Ｂｅｔａ分布的一个显著特点是其仅仅在单位
区间（０，１）内取值［５］，于是得到

０≤
ｗ２ｉ
Ω／σ２０≤

１ （１３）

注意到关系式

τ２ｉ＝（ｎ－ｕ）
ｗ２ｉ
Ω／σ２０

（１４）

有

τｉ ≤ ｎ－槡 ｕ （１５）
式（１５）表明，服从τ分布的统计量之绝对值存在
上界，而且该上界仅取决于该统计量的自由度。

如果τ检验的临界值大于 ｎ－槡 ｕ，那么在给
定的显著性水平上，无论观测量受到了多大量级
的粗差污染，都不可能利用内部学生化局部敏感
度指标将其检验出来，这是τ检验理论本身固有
的一个缺陷［１８，２０］。

４　基于残差的统计量

在经典测量平差中仅涉及独立等权观测数

据，这种情况下，线性最小二乘平差理论中最基本
的关系式ＡＴＰＶ＝Ｏ退化为

ＡＴＶ＝Ｏ （１６）
因此，在传统的粗差探测与识别中，均以残差作为

对象研究问题。

４．１　标准化残差
若先验单位权中误差精确已知，可构造如下

称为标准化残差的统计量［１７］

珓ｖｉ＝
ｈＴｉＶ

σ０ ｈＴｉＲＰ－１　ｈ槡 ｉ
～Ｎ（０，１） （１７）

探测和识别粗差。
当第ｉ个观测量发生大小为 δｉ 的均值漂移

时，统计检验量ｗｉ 和标准化残差珘ｖｉ 的分布函数
引起的平移量（即非中心化参数）分别为

Ｅ（ｗｉ）＝ δｉσ０ ｈＴｉＰＲｈ槡 ｉ （１８）

及

Ｅ（珘ｖｉ）＝ δｉσ０
ｒｉ

ｈＴｉＲＰ－１　ｈ槡 ｉ

（１９）

式中，ｒｉ表平差因子阵Ｒ的第ｉ个对角元。
依据Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ不等式，有

　ｈＴｉＲＰ－１　ｈｉｈＴｉＰＲｈｉ＝
ｈＴｉＲＰ－１／２·Ｐ－１／２　ＲＴｈ（ ）ｉ ｈＴｉＲＴＰ１／２·Ｐ１／２　Ｒｈ（ ）ｉ ≥
ｈＴｉＲＰ－１／２·Ｐ１／２　Ｒｈ（ ）ｉ ２＝ｒ２ｉ （２０）
由此得到

Ｅ（ｗｉ）≥ Ｅ（珘ｖｉ） （２１）
一个统计检验量的检验功效是显著性水平和

非中心化参数的单调增函数［２５］，因此统计量ｗｉ
比标准化残差珘ｖｉ 的检验功效要大，或者等价的，

Ｔｉ＝ｗ２ｉ 比统计量珦Ｔｉ＝珘ｖ２ｉ 的检验功效要大。
事实上，统计量Ｔｉ为一致最大检验功效统计

量［２４］。也就是，在给定的显著性水平上，利用Ｔｉ
（或ｗｉ）进行假设检验犯“纳伪”错误的概率比使
用任何其他的统计量都要小。
相反，若事先指定显著性水平和检验功效，统

计量所对应的非中心化参数将唯一确定，由
式（２１）立即可知：一致最大检验功效统计量Ｔｉ
（或ｗｉ）对应的最小可探测粗差指标［１６－１７，２５］不会

超过统计量珦Ｔｉ（或标准化残差珘ｖｉ），换言之，一致
最大检验功效统计量Ｔｉ（或ｗｉ）较统计量珦Ｔｉ（或
珘ｖｉ）对粗差更敏感。
由于相关观测情形下统计量ｗｉ 比标准化残

差珘ｖｉ的检验功效要大，而在独立观测情形二者则
完全一致，因此建议采用统计检验量ｗｉ进行粗差
的探测和识别。

４．２　外部学生化残差
先验单位权中误差未知时，可构造如下统计

检验量
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珓ｔｉ＝
珘ｖｉ

（Ω／σ２０－珘ｖ２ｉ）／（ｎ－ｕ－１槡 ）
（２２）

这称为外部学生化残差［４］。
根据关系式ＲＰ－１＝ＲＰ－１　ＲＴ，容易验证矩阵

σ－２０ ＰＲ－σ－２０
ＲＴｈｉｈＴｉＲ
ｈＴｉＲＰ－１ｈ（ ）

ｉ
ｃｏｖ（Ｌ）＝ＲＴ－Ｒ

ＴｈｉｈＴｉＲＰ－１

ｈＴｉＲＰ－１ｈｉ
为幂等阵，注意到

ｔｒ　ＲＴ－
ＲＴｈｉｈＴｉＲＰ－１

ｈＴｉＲＰ－１　ｈ（ ）
ｉ
＝ｎ－ｕ－１

并顾及ｃｏｖ（Ｌ）＝σ２０Ｐ－１ 可逆，因此σ－２０ ＰＲ－

σ－２０
ＲＴｈｉｈＴｉＲ
ｈＴｉＲＰ－１　ｈｉ

的秩亦为ｎ－ｕ－１。

综合上款，二次型

Ω／σ２０－珘ｖ２ｉ＝ＬＴ σ－２０ ＰＲ－σ－２０
ＲＴｈｉｈＴｉＲ
ｈＴｉＲＰ－１　ｈ（ ）

ｉ
Ｌ

（２３）
服从自由度为ｎ－ｕ－１的χ

２ 分布［５］。
由于

ｈＴｉＲ
σ０ ｈＴｉＲＰ－１ｈ槡 ｉ

ｃｏｖ（Ｌ）σ－２０ ＰＲ－σ－２０
ＲＴｈｉｈＴｉＲ
ｈＴｉＲＰ－１ｈ（ ）

ｉ
＝Ｏ

依据正态随机向量的线性组合与其二次型相互独

立的判定定理［５］可知，标准化残差珘ｖｉ与Ω／σ２０－珘ｖ２ｉ
相互统计独立，因而，外部学生化残差珓ｔｉ 服从自
由度为ｎ－ｕ－１的学生氏分布。
与外部学生化局部敏感度指标类似，当存在

多个粗差时，统计量珓ｔｉ或潜在一定的风险。

４．３　内部学生化残差
若单位权中误差未知，还可构造如下称之为

内部学生化残差的统计量［２６］

珓τｉ＝
珘ｖｉ
σ^２０／σ槡 ２

０

（２４）

进行粗差的探测与识别。
由于

σ－２０ ＰＲ－σ－２０
ＲＴｈｉｈＴｉＲ
ｈＴｉＲＰ－１ｈ（ ）

ｉ
ｃｏｖ（Ｌ）σ－２０

ＲＴｈｉｈＴｉＲ
ｈＴｉＲＰ－１ｈｉ

＝Ｏ

根据正态随机向量的两个二次型相互独立的判定定

理［５］，珘ｖ２ｉ 与Ω／σ２０－珘ｖ２ｉ 相互统计独立。因此，统计量
珘ｖ２ｉ
Ω／σ２０

＝
珘ｖ２ｉ

珘ｖ２ｉ＋ Ω／σ２０－珘ｖ２（ ）ｉ
（２５）

服从自由度分别为１／２、（ｎ－ｕ－１）／２的Ｂｅｔａ分
布。进而，内部学生化残差统计量珓τｉ 服从自由度
为ｎ－ｕ的τ分布［１８］。
假定除第ｉ个观测位置受到了大小为 δｉ 的

粗差污染外，其余均为“干净”的观测值，则有

珘ｖｉ（δｉ）＝
ｈＴｉ^Ｖ

σ０ ｈＴｉＲＰ－１ｈ槡 ｉ

＋ ｒｉδｉ
σ０ ｈＴｉＲＰ－１　ｈ槡 ｉ

（２６）

及

Ω（δｉ）＝ＬＴＰＲＬ＋ＬＴＲＴＰｈｉδｉ＋δｉｈＴｉＰＲＬ＋ｈＴｉＰＲｈｉδ２ｉ
（２７）

于是，当扰动量δｉ趋于无穷大时，第ｉ个内部
学生化残差的绝对值之极限为

ｌｉｍ
δｉ→∞

珓τｉ（δｉ）＝ ｎ－槡 ｕｌｉｍ
δｉ→∞

珘ｖｉ（δｉ）／δｉ
Ω（δｉ）／σ槡 ２

０／δｉ
＝

ｎ－槡 ｕ ｒｉ
ｈＴｉＲＰ－１　ｈｉ·ｈＴｉＰＲｈ槡 ｉ

（２８）

这个结果由Ｂａｓｅｌｇａ［２０］给出。

若顾及不等式（２０），还可以进一步求出上述
极限值的上界

ｌｉｍ
δｉ→∞

珓τｉ（δｉ）≤ ｎ－槡 ｕ （２９）

式（２９）再次验证了这样一个事实，即τ检验理论
本身确乎存在缺陷。因而，使用τ统计量探测和
识别粗差存在一定风险。

５　结论与建议

（１）若单位权中误差精确已知，可采用正态
检验。ｗ统计量反映的是χ

２ 拟合优度检验量对

观测值扰动的敏感程度，因而具有明确的物理意
义；作为一致最大检验功效统计量，对于给定的显
著性水平和检验功效，Ｔｉ＝ｗ２ｉ（或ｗｉ）能够探测出
量级最小的粗差。
因此，进行正态检验时，ｗ 统计量为首选，标

准化残差次之。
（２）若σ未知，可采用τ检验或ｔ检验。τ检

验理论本身固有缺陷；而存在多个粗差时，ｔ检验
或将造成“纳伪”错误的增加，亦存在一定的风险。
从检验功效的角度考虑，无论进行τ检验抑或

ｔ检验，均建议采用基于局部敏感度指标的检验量。
（３）Ｒｏｂｕｓｔ正态检验。由于τ检验和ｔ检验

均存在一定缺陷，因此尚需对单位权方差因子未
知时的粗差探测与识别作进一步的讨论。
一种较为稳妥的解决方案是，采用具有明确

物理意义的ｗ 统计量，而统计量中的未知参数σ
则以其抗差ＬＭＳ估计代替之［１－３，１２－１５］。即以

珓σ＝１．４８２　６ ｍｅｄｉａｎ
ｉ
（σ２０ｗ２ｉ槡 ） （３０）

代替统计量ｗｉ中的先验单位权中误差σ。
将基于修正的ｗ 统计量的检验称为Ｒｏｂｕｓｔ

正态检验。从数学上说，修正的ｗ统计量并不严
格服从正态分布。然而经验表明，该统计量具有较
强的抗差性，当冗余观测较多时尤为如此［１－３，１２－１５］。
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