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摘　要：平差的核心问题是确定准则中的准则参数α，从而确定准则函数相对于平差参数Ｘ的极值并进 行解算。首先对

准则带参数的这些平差准则从形式上进行统一，然后利用虚拟观测，提出一种广泛适用的解算方法。每种带参数的准则

模型都可以通过这种方法来确定准则参数和解算结果。最后用正则化方法举例，对比最小二乘和其他解法表明这种方

法的可行性和优点。
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１　引　言

经典的测量平差主要是以最小二乘作为平差

准则，即以观测残差Ｖ的平方和最小（Φ＝ＶＴＰＶ＝
ｍｉｎ）作为确定平差参数Ｘ的估计准则，且准则函
数只与观测残差有关。也可以使用由观测残差构
成的一些其他准则，例如绝对值和最小准则（即一
次范数最小准则，Φ＝∑｜Ｖ｜＝ｍｉｎ）、稳健估计准
则（Φ＝∑ρ（Ｖ）＝ｍｉｎ）等。如果考虑平差参数的
先验信息，也可构成广义最小二乘原理［１］。这些
准则有一个共同特点，就是解可能不唯一（例如，
一次范数平差就具有解非唯一性），但准则函数Φ
相对于待估参数Ｘ 的最小值是唯一的，平差参数
的估计就是以函数Φ取到最小值为准则，即Φ函
数的最小值是一个不随平差参数改变的唯一量。
近几十年以来，随着测量平差与数据处理理

论的不断发展与进步，陆续出现了一些新的估计
准则，例如，半参数估计的补偿最小二乘平差准

则［２－３］、针对病态等不适定问题的正则化准
则［４－５］、Ｖｏｎｄｒａｋ滤波方法的平差准则［６－８］等。这
些准则的特点是准则函数不但包含与观测值（残
差）有关的部分，还包含有与观测值无关的部分
（非观测部分），并且带有待定的参数。这些参数
取不同值，将会有不同的准则函数极值，因而以准
则函数取最小值为准则的平差将会得到不同的平

差结果。关于如何利用这些准则进行平差，目前
已经有大量的研究［９－２１］，并且得到了许多不同的
方法。但对于同一模型的不同解算方法所得到的
解之间有什么关系，如何进行比较等诸多问题却
没有得到很好的解决。
对于测量中几种常见的平差模型，文献［２２］

将它们解的形式进行了统一。本文将主要针对不
同平差准则的共性———平差准则带参数，从另一
种思路出发，研究准则的统一及解算方法。为了
叙述方便，将准则中出现的参数称为准则参数，把
平差要求解的参数称为平差参数。下文将介绍各
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种带参数的平差准则及其统一，然后研究带参数
平差准则下的平差解算方法，最后以实例验证有
关解算方法的可行性。

２　带参数的平差准则及其统一

带参数的平差准则主要有半参数估计的补偿

最小二乘平差准则、病态等不适定问题的正则化
准则、Ｖｏｎｄｒａｋ滤波方法的平差准则等。半参数
估计的平差模型可表示为

Ｌ＋Ｖ＝ＡＸ＋Ｓ （１）
式中，Ｌ为观测值；Ｖ 为观测改正数；Ｘ 为待定参
数；Ａ为系数矩阵；Ｓ为半参数。上述半参数模型
的平差准则可写为［１－３］

Φ＝ＶＴＰＶ＋αＪ（Ｓ）＝ｍｉｎ （２）
式中，Ｊ（Ｓ）是刻画非参数光滑性的一个函数。当
采用自然样条函数来表述非参数的光滑性时，上
述准则可变为［９－１２］

Φ＝ＶＴＰＶ＋αＳＴＲＳ＝ｍｉｎ （３）
式中，Ｒ称为正则化矩阵，是一个对称非负定矩
阵，描述了非参数的光滑性；α称为平滑参数，来
平衡拟合和光滑程度，如果拟合程度较高，则其光
滑程度较差，反之亦然。α为该准则中的准则参
数，本身是待定的。
最小二乘的准则函数只与平差参数有关

ΦＬＳ＝ＶＴＰＶ＝ΦＬＳ（Ｘ）
而式（３）描述的半参数平差准则的准则函数则不
但与平差参数有关，还与准则参数有关

Φ＝ＶＴＰＶ＋αＳＴＲＳ＝Φ（α，Ｘ）
准则参数α取不同值，Φ＝Φ（α，Ｘ）相对于平差参
数Ｘ将会有不同的极值，因而会得到不同的解，
但α到底取什么样的值最好，或取什么样的值最
合理，目前并没有一个客观、统一的标准。上述半
参数模型的解算方法有很多［１－３，９－１２］，但各种方法
之间的解有什么关系，如何比较等还没有得到很
好的解决。所以同一模型、同一套数据，不同人或
不同方法会得到不同结果，甚至同一方法不同的
人使用也会得到不同结果（如采用交叉核实法）。
病态等不适定问题的平差模型与经典平差类

似，可表示为

Ｌ＋Ｖ＝ＡＸ （４）
正则化准则可表示为［４－５］

Φ＝ＶＴＰＶ＋λΩ（ ）Ｘ ＝ｍｉｎ （５）
式中，Ω（ ）Ｘ 称为稳定泛函，作用是将原有不适定
问题转换为适定问题；λ为正则化参数，也称平滑

因子，起着平衡准则函数中两部分的作用。λ为
该准则中的准则参数，其大小是待定的，λ选不同
的值将会得到不同的结果。而Ω（ ）Ｘ 应该取什么
样的表达式是不确定的。目前大地测量领域中一
般取Ω（ ）Ｘ ＝ＸＴＰＸＸ［４，２１］，其中ＰＸ 对称非负定，
即正则化准则可表示为

Φ＝ＶＴＰＶ＋λＸＴＰＸＸ＝ｍｉｎ （６）

Ω（ ）Ｘ 的不同形式通过ＰＸ 的不同形式来反
映，文献［２２］建议，依据参数的先验信息用选权拟
合的方法确定ＰＸ。文献［１３］建议采用两步的方
法确定ＰＸ，对于单频ＧＰＳ的快速定位，文献［１４］
还提出了另外一种确定ＰＸ 的方法，即先对法方
程进行奇异值分解，利用奇异值分解后的矩阵构
建ＰＸ。

Ｖｏｎｄｒａｋ滤波是一种用于测量数据序列滤波
的方法，对于测量数据序列（ｘｉ，ｙｉ），ｉ＝１，２，…，

Ｎ，ｘｉ为测量时刻，ｙｉ 为对应于该时刻的测量值，

可按下面准则进行滤波［６－８，２０－２１］

Ｑ＝Ｆ＋λＪ（ｙ）＝ｍｉｎ （７）
式中

Ｆ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ（珔ｙｉ－ｙｉ）２

Ｊ（ｙ）＝∫
ｔｎ

ｔ１

（珔ｙ（３）ｉ ）２ｄｘ＝∑
ｎ－３

ｉ＝１

（Δ３珔ｙｉ）２

珔ｙｉ为平滑后的值；ｐｉ 为观测资料的权；Ｆ为测量
数据序列的拟合度；Ｊ（ｙ）为测量数据序列的平滑
度；Δ３珔ｙｉ表示平滑值的三阶差分，实际计算是利
用相邻的４组数据（ｘｉ，珔ｙｉ）、（ｘｉ＋１，珔ｙｉ＋１）、（ｘｉ＋２，
珔ｙｉ＋２）、（ｘｉ＋３，珔ｙｉ＋３）用一个三次拉格朗日多项式来
计算，即三阶差分表示为

Δ３珔ｙｉ＝ａｉ珔ｙｉ＋ｂｉ珔ｙｉ＋１＋ｃｉ珔ｙｉ＋２＋ｄｉ珔ｙｉ＋３
用矩阵Ｂ表示Δ３珔ｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ－３），对应

向量ｙ＝［珔ｙ１ 珔ｙ２ … 珔ｙｎ］Ｔ 的系数组合，Ｊ（ｙ）可
表示为

Ｊ（ｙ）＝∑
ｎ－３

ｉ＝１

（Δ３珔ｙｉ）２ ＝ （Ｂｙ）ＴＢｙ （８）

令Ｖｉ＝珔ｙｉ－ｙｉ，Ｒ＝ＢＴＢ，则上述准则也可表示为

Ｑ＝ＶＴＰＶ＋λｙＴＲｙ＝ｍｉｎ （９）

λ是平滑因子，它在平滑过程中调节着拟合度和
平滑度之间的关系。一般说来，λ取值越大，滤波
曲线的平滑程度越强；反之，平滑程度越弱。

Ｖｏｎｄａｒｋ滤波的关键就是寻求一个平滑因子λ，
得到一条介于对观测数据的绝对拟合和绝对平滑

之间的曲线，λ就是上述准则中的准则参数。

９
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上述３个平差准则，都可以统一于如下形式

Φ＝ＶＴＰＶ＋λＺＴＲＺＺ＝ｍｉｎ （１０）

式中，第１部分与最小二乘准则相同，由观测残差
组成，描述的是观测信息。第２部分，对半参数而
言，描述的光滑性，其中Ｚ＝Ｓ表示的是半参数，

而ＲＺ＝Ｒ为正则化矩阵。对于不适定问题而言，

第２部分描述的是稳定泛函，其中Ｚ＝Ｘ 是待定
的平差参数，而ＲＺ＝ＰＸ 可以反映不同的泛函。

对于Ｖｏｎｄｒａｋ滤波而言，第２部分反映的也是光
滑性，其中Ｚ＝ｙ是数据的平滑值。ＲＺ＝Ｒ＝ＢＴＢ
由式（８）确定。

对于准则参数λ，在半参数估计、病态等不适
定问题和 Ｖｏｎｄｒａｋ滤波３种情况的意义都基本
相同，就是起两部分的平衡作用。关于准则参数
的确定目前已经开展了大量研究，提出了很多确
定的方法，但各种准则参数的确定方法中有一个
共同的不足就是：准则参数只是表示估计准则中
观测相关部分及非观测部分之间平衡的一个模糊

量，在客观上没有真实的值（真值）和物理（几何）

含义，各种方法所确定的准则参数的数值表示的
并不是同一个量的估计值，相互之间没有可比性。

实际工作中可以依据不同经验或计算方法确定不

同的值，并没有评价该参数是否最佳、是否合理的
精度指标，其好坏主要靠模拟或其他方法来验证。

３　准则带参数时的一种通用平差方法
———虚拟观测方法

　　式（１０）表示的准则中的ＲＺ 矩阵在３种情

况下都是对称非负定矩阵，作分解ＲＺ＝ＡＴＺＡＺ，

令

ＬＺ＋ＶＺ＝ＡＺＺ （１１）

式中，ＬＺ＝０为虚拟观测，虚拟观测的方差用

ＤＬｚ＝σ
２
ＬｚＰ

－１
Ｌｚ
表示，则虚拟观测权为ＰＬｚ０ ＝σ

２
ＬＤ－１

Ｌｚ

＝σ
２
Ｌ

σ２Ｌｚ
ＰＬｚ＝λＰＬｚ，这里λ＝

σ２Ｌ
σ２Ｌｚ
。当没有任何先验信

息时，虚拟观测的权可取ＰＬｚ＝Ｉ，准则又可表示为

Φ＝ＶＴＰＶ＋λＶＴ
ＺＰＬｚＶＺ＝ｍｉｎ （１２）

这是经典的最小二乘准则，准则参数λ相当
于经典平差中的不同类观测的权比，这里定义为
观测方差与描述非观测信息的虚拟观测方差的

比，当没有任何先验信息时，可以按方差分量估计
的方法确定。在上述准则下，半参数平差模型可
以表示为

Φ＝ＶＴＰＶ＋λＶＴ
ＺＰＺＶＺ＝ｍｉｎ

Ｌ＋Ｖ＝ＡＸ＋Ｓ
ＬＺ＋ＶＺ＝ＡＺ

烍
烌

烎Ｓ

（１３）

同样，正则化模型可表示为

Φ＝ＶＴＰＶ＋λＶＴ
ＺＰＺＶＺ＝ｍｉｎ

Ｌ＋Ｖ＝ＡＸ
ＬＺ＋ＶＺ＝ＡＺ

烍
烌

烎Ｘ

（１４）

Ｖｏｎｄｒａｋ滤波模型可表示为

Φ＝ＶＴＰＶ＋λＶＴ
ＺＰＺＶＺ＝ｍｉｎ

Ｌ＋Ｖ＝ｙ
ＬＺ＋ＶＺ＝Δ３

烍
烌

烎ｙ

（１５）

上述各模型，都用方差分量估计的方法进行
最后解算，求得平差参数和准则参数。与原平差
模型相比，上述各模型增加一组虚拟观测。虚拟
观测大小为０，虚拟观测的误差方程系数由原准
则中的正则化矩阵确定，虚拟观测的权由先验信
息确定或用方差分量估计的方法确定。整个平差
都使用上面的准则，按经典平差方法，利用经典平
差程序进行平差。
虚拟观测方法在数据处理中的应用研究，包括

利用虚拟观测计算附有限制条件的间接平差［２３］和

求解附有不等式约束的平差模型［２４］，利用虚拟观
测值来确定岭估计的岭参数［２５］，结合虚拟观测确
定半参数、Ｖｏｎｄａｒｋ滤波的平滑因子［１２，２０］，利用虚
拟观测值引入半参数回归模型的约束信息［２６］等，
都可以得到与传统方法等价或较优的计算结果。
这里将准则带参数的平差方法，包括半参数估计、
病态等不适定问题和Ｖｏｎｄｒａｋ滤波等，用虚拟观测
法统一成同一种形式。每一种准则带参数的平差
方法都可以通过这种统一的形式直接求解。
上述平差的所有参数和过程都是客观的，平

差结果取决于平差问题和实际观测，不存在主观
因素的干预，因此不会因为人为因素而得到不同
的平差结果。

４　算　例

用虚拟观测方法求解半参数模型和Ｖｏｎｄｒａｋ
滤波可行性，文献［１２，２０］已经有了研究，这里选
择不适定问题，研究虚拟观测解法的可行性。以

ＧＰＳ快速定位为例，数据来自中南大学ＧＰＳ基线
场的超短基线，ＷＧＳ－８４坐标下基线向量为６．４４７ｍ、

０．６３０ｍ、３．５４３ｍ，长度为７．３８３ｍ，历元间隔５ｓ，
基线初始值由每组历元第一个历元ＣＡ码确定。

ＧＰＳ快速定位时，误差方程高度病态。本例
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以文献［４］提出的方法构建正则化准则中的正则矩
阵，分别用最小二乘方法（ＬＳ）、文献［４］提出的方
法（ＷＺＪ）及本文的虚拟观测方法（ＶＯ）３种方法平
差。模糊度固定时，使用３种方法各自的协方差
阵，通过Ｌａｍｂｄａ法计算。计算以下３种情况的数
据：连续５个历元（共计算５０组）、连续１０个历元
（共计算５０组）、连续１５个历元（共计算５０组）。
由于在该基线上有很长时间的观测数据，可

以用静态基线方法计算并固定各ＧＰＳ观测的模

糊度。本次计算中，以固定了的模糊度作为模糊
度真值，以模糊度固定后基线的解作为基线向量
的真值。上述３种情况计算的结果与上述真值比
较，得到解的偏差（相减，取绝对值，相应５０组取
平均）。结果列于表１、表２和表３，模糊度固定正
确的概率列于表４。图１显示的是５０组计算结
果中，基线浮点解误差的范数变化情况，其中增加
了每组１２个历元的计算结果，以更好地说明图形
随历元增加的变化趋势。

图１　连续几个历元，共计算５０组求得的浮点解偏差

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｂｉａｓｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｒｅａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｌｏａｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｃｏｍｐｕｔｅｄ　ｆｒｏｍ　５０ｓｅｒｉｅｓ

表１　连续５个历元，共计算５０组求得的浮点解平均偏差

Ｔａｂ．１　Ｔｈｅ　ｍｅａｎ　ｂｉａｓｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｒｅａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｌｏａｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｃｏｍｐｕｔｅｄ　ｆｒｏｍ　５０ｓｅｒｉｅｓ　ａｎｄ　ｅａｃｈ

ｕｓｉｎｇ　５ｅｐｏｃｈｓ　 ｍ

Ｘ　 Ｙ　 Ｚ　 Ｓａｔ１ Ｓａｔ２ Ｓａｔ３ Ｓａｔ４ Ｓａｔ５ 偏差平方和

ＬＳ方法 ３．９　 １．３　 １　 ７．４　 ９．５　 １６．６　 ４．９　 １１　 ５８３
ＷＺＪ方法 １．３　 １　 ０．５　 ２．５　 ３．４　 ７．６　 ２．２　 ３．７　 ９７
ＶＯ方法 １．５　 ０．９　 ０．５　 ３．３　 ３．３　 ８．３　 １．８　 ３．７　 １１１

表２　连续１０个历元，共计算５０组求得的浮点解平均偏差

Ｔａｂ．２　Ｔｈｅ　ｍｅａｎ　ｂｉａｓｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｒｅａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｌｏａｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｃｏｍｐｕｔｅｄ　ｆｒｏｍ　５０ｓｅｒｉｅｓ　ａｎｄ　ｅａｃｈ

ｕｓｉｎｇ　１０ｅｐｏｃｈｓ　 ｍ

Ｘ　 Ｙ　 Ｚ　 Ｓａｔ１ Ｓａｔ２ Ｓａｔ３ Ｓａｔ４ Ｓａｔ５ 偏差平方和

ＬＳ方法 １．７　 ０．５　 ０．３　 ３．２　 ４．４　 ７．３　 ２．３　 ５．１　 １１７
ＷＺＪ方法 １．３　 ０．９　 ０．２　 ２．７　 ３　 ７．３　 １．８　 ３．４　 ８６．９
ＶＯ方法 １．３　 ０．７　 ０．２　 ２．８　 ３．１　 ６．９　 １．７　 ３．５　 ８２．４
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Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１２　Ｖｏｌ．４１　Ｎｏ．１　ＡＧＣＳ　 ｈｔｔｐ：∥ｘｂ．ｓｉｎｏｍａｐｓ．ｃｏｍ

表３　连续１５个历元，共计算５０组求得的浮点解平均偏差

Ｔａｂ．３　Ｔｈｅ　ｍｅａｎ　ｂｉａｓｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｒｅａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｌｏａｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｃｏｍｐｕｔｅｄ　ｆｒｏｍ　５０ｓｅｒｉｅｓ　ａｎｄ　ｅａｃｈ

ｕｓｉｎｇ　１５ｅｐｏｃｈｓ　 ｍ

Ｘ　 Ｙ　 Ｚ　 Ｓａｔ１ Ｓａｔ２ Ｓａｔ３ Ｓａｔ４ Ｓａｔ５ 偏差平方和

ＬＳ方法 １．５　 ０．５　 ０．３　 ２．７　 ３．６　 ６．２　 ２　 ４．３　 ８３．８
ＷＺＪ方法 ０．２　 １．２　 ０．８　 １．８　 １．１　 ６．３　 ０．７　 １．４　 ４８．７
ＶＯ方法 ０．９　 ０．３　 ０．３　 １．６　 ２．２　 ３．８　 １．２　 ２．６　 ３１

　　利用上述浮点解，进行模糊度固定，其成功率
列于表４。

表４　固定模糊度的成功率
Ｔａｂ．４　Ｔｈｅ　ｓｕｃｃｅｓｓ　ｒａｔｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ａｍｂｉｇｕｉｔｉｅｓ　ｆｉｘｅｄ

方法 ＬＳ方法 ＷＺＪ方法 ＶＯ方法

连续５个历元 ６％ ０　 ４２％
连续１０个历元 ４４％ １６％ ８４％
连续１５个历元 ６６％ ０　 ７２％

ＷＺＪ方法是不管观测实际情况如何都取α＝
１，这实际上是一种强压缩估计，相当于使用岭估计
时总是取较大的岭参数。当误差较大，初始坐标较
精确时，这种方法对误差进行了较大的压缩，而对
平差值的压缩由于初始坐标较精确产生的偏差很

小，因而能取到比较好的效果，但如果初始值难以
保证精度时，则会由于对平差值的强压缩而产生较
大的系统偏差。表１是５历元计算结果，５历元的
解误差较大，ＷＺＪ方法可对误差进行较大的压缩，
初始值由伪距观测计算得到，在短基线情况下精度
较好，因此，其浮点解取得了较好的结果。但由于
它对平差值的压缩较大，初始值也可能仍没有达到
ＷＺＪ方法需要的理想精度［１４］，由此引起的系统性
偏差（有偏估计中的偏量）也比较大，因此，在进行
模糊度固定时就难以取到好的结果，在本次试验
中，尽管 ＷＺＪ方法浮点解取得了比较好的结果，但
其模糊度固定的效果却不是很理想（见表４）。
随着历元的增多，ＷＺＪ方法得到的浮点解精

度不会明显提高，而普通最小二乘法的浮点解精
度却得到了很大改善，此时虚拟观测值法也会像
最小二乘一样，浮点解精度不断提高，它的浮点解
精度和正确固定模糊度的概率要高于最小二乘。
可见，虚拟观测法解算准则带参数的平差模

型是可行的，综合考虑浮点解精度和模糊度固定
解算结果，虚拟观测法解算带参数的平差模型有
明显优势。

５　结　论

（１）半参数方法、正则化方法等平差准则中

带有待定参数的平差方法都可以用统一的带参数

的平差准则来描述。各种不同方法的差别主要在
于描述非观测信息的矩阵ＲＺ 的形式和计算时所
采用的方法，其中不同的ＲＺ 表示的非观测信息
的物理意义不同。

（２）准则带参数的平差模型可用虚拟观测方
法来解算。准则参数实际表示的是虚拟观测方差
与观测方差的一个比值，如果没有先验信息确定
该比值，可用方差分量估计的方法确定。

（３）算例表明，对于正则化问题，虚拟观测法
解算准则带参数的平差模型有明显优势，虚拟观
测法解算准则带参数的平差模型是可行的。
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