
书书书

第４１卷　第１期 测　绘　学　报 Ｖｏｌ．４１，Ｎｏ．１
　２０１２年２月 Ａｃｔａ　Ｇｅｏｄａｅｔｉｃａ　ｅｔ　Ｃａｒｔｏｇｒａｐｈｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ　 Ｆｅｂ．，２０１２

ＺＨＵ　Ｇｕａｎｇｂｉｎ，ＬＩ　Ｊｉａｎｃｈｅｎｇ，ＷＥＮ　Ｈａｎｊｉａｎｇ，ｅｔ　ａｌ．Ｓｌｅｐｉａｎ　Ｌｏｃａｌｉｚｅｄ　Ｓｐｅｃｔｒａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｅａｒｔｈ’ｓ　Ｇｒａｖｉｔｙ
Ｆｉｅｌｄ　Ｕｓｉｎｇ　Ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　Ｇｒａｖｉｔｙ　Ｇｒａｄｉｏｍｅｔｒｙ　Ｄａｔａ［Ｊ］．Ａｃｔａ　Ｇｅｏｄａｅｔｉｃａ　ｅｔ　Ｃａｒｔｏｇｒａｐｈｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ，２０１２，４１（１）：１－７．（朱广彬，李建成，文汉江，
等．卫星重力梯度数据确定地球重力场的Ｓｌｅｐｉａｎ局部谱分析方法［Ｊ］．测绘学报，２０１２，４１（１）：１－７．）

卫星重力梯度数据确定地球重力场的Ｓｌｅｐｉａｎ局部谱分析方法
朱广彬１，李建成２，文汉江３，常晓涛１，王正涛２，邹贤才２

１．国家测绘地理信息局 卫星测绘应用中心，北京１００８３０；２．武汉大学 测绘学院，湖北 武汉４３００７９；３．中国测绘科学

研究院，北京１００８３０

Ｓｌｅｐｉａｎ　Ｌｏｃａｌｉｚｅｄ　Ｓｐｅｃｔｒａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｅａｒｔｈ’ｓ　Ｇｒａｖｉｔｙ　Ｆｉｅｌｄ
Ｕｓｉｎｇ　Ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　Ｇｒａｖｉｔｙ　Ｇｒａｄｉｏｍｅｔｒｙ　Ｄａｔａ
ＺＨＵ　Ｇｕａｎｇｂｉｎ１，ＬＩ　Ｊｉａｎｃｈｅｎｇ２，ＷＥＮ　Ｈａｎｊｉａｎｇ３，ＣＨＡＮＧ　Ｘｉａｏｔａｏ１，ＷＡＮＧ　Ｚｈｅｎｇｔａｏ２，ＺＯＵ　Ｘｉａｎｃａｉ　２

１．Ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ　ａｎｄ　Ｍａｐｐｉｎｇ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　Ｃｅｎｔｅｒ，Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ，Ｍａｐｐｉｎｇ　ａｎｄ　Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，Ｂｅｉｊｉｎｇ

１００８３０，Ｃｈｉｎａ；２．Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｇｅｏｄｅｓｙ　ａｎｄ　Ｇｅｏｍａｔｉｃｓ，Ｗｕｈａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｗｕｈａｎ４３００７９，Ｃｈｉｎａ；３．Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ

ａｎｄ　Ｍａｐｐｉｎｇ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１００８３０，Ｃｈｉｎａ

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅ　Ｓｌｅｐｉａｎ　ｌｏｃａｌｉｚｅｄ　ｓｐｅｃｔｒａｌ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｍｅｔｈｏｄ　ｉｓ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ａｒｅ　ａｎ－
ａｌｙｚｅｄ．Ｇｒüｎｂａｕｍ　ｏｐｅｒａｔｏｒ　ｉｓ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ　ｔｏ　ｉｍｐｒｏｖｅ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ　ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ　ａｎｄ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅ　ｆｏｒｍｕｌａｓ　ｏｆ

Ｓｌｅｐｉａｎ　ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｒｅｃｏｖｅｒｉｎｇ　ｔｈｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｆｉｅｌｄ　ｗｉｔｈ　ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｇｒａｄｉｏｍｅｔｒｙ　ｄａｔａ　ａｒｅ　ｅｄｕｃｅｄ　ａｎｄ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ａ－
ｎａｌｙｓｉｓ　ａｒｅ　ｄｏｎｅ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ，Ｓｌｅｐｉａｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｉｓ　ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　ｉｎ　ｂｏｔｈ　ｔｈｅ　ｓｐｈｅｒｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｂｅｌｔ，ａｎｄ　ｉｔｓ

ｓｐｅｃｔｒａｌ　ｅｎｅｒｇｙ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｉｓ　ｉｎ　ａｃｃｏｒｄ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｏｒｂｉｔ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ．Ａｌｓｏ，ｔｈｅ　ａｃｃｕｒａｃｙ　ｏｆ　ｌｏｗ　ｏｒｄｅｒ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ　ｉｎ　Ｓｌｅｐｉａｎ　ｄｏｍａｉｎ　ｉｓ　ｌｅｓｓ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ　ｂｙ　ｐｏｌａｒ　ｇａｐｓ　ｔｈａｎ　ｔｈａｔ　ｉｎ　ｓｐｈｅｒｉｃａｌ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｄｏｍａｉｎ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，

ｔｈｅ　ｄｉｒｅｃｔ　ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｓｌｅｐｉａｎ　ｍｅｔｈｏｄ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｇｅｏｉｄ　ｉｓ　ｌｉｍｉｔｅｄ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｇｒａｄｉｏｍｅｔｒｙ；ｇｒａｖｉｔｙ　ｆｉｅｌｄ；Ｓｌｅｐｉａｎ　ｌｏｃａｌｉｚｅｄ　ｓｐｅｃｔｒａｌ　ａｎａｌｙｓｉｓ；ｐｏｌａｒ　ｇａｐｓ；ｓｕｒｆａｃｅ　ｓｐｈｅｒｉｃａｌ

ｈａｒｍｏｎｉｃｓ；Ｓｌｅｐｉａｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

摘　要：在引入Ｓｌｅｐｉａｎ局部谱分析方法的基础上，详细分析Ｓｌｅｐｉａｎ函数的数学特性，采用Ｇｒüｎｂａｕｍ算子提高Ｓｌｅｐｉａｎ
方法求解的稳定性和效率，推导卫星重力梯 度 数 据 确 定 地 球 重 力 场 的Ｓｌｅｐｉａｎ方 法 表 达 式。通 过 仿 真 分 析，就Ｓｌｅｐｉａｎ
方法在卫星重力梯度数据确定地球重力位模型中的应用和前景进行分析和讨论。研究表明，Ｓｌｅｐｉａｎ函数在整个球面和

球带上具有双正交性，其频谱能量分布特性与卫星轨道的测量特点具有很好的一致性。Ｓｌｅｐｉａｎ低次项系数精度受到极

空白影响很小，较之球谐系数低次项明显改善。Ｓｌｅｐｉａｎ方法对大地水准面空间分布恢复精度的直接贡献不明显。
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１　引　言

随着空 间 技 术 的 发 展，利 用 卫 星 重 力 技 术

获取地球重力场 精 细 结 构 的 探 测 方 法 得 到 了 不

断 发 展。ＣＨＡＭＰ（ｃｈａｎｌｌｅｎｇｉｎｇ　ｍｉｎｉ－ｓａｔｅｌｌｉｔｅ
ｐａｙｌｏａｄ）、ＧＲＡＣＥ（ｇｒａｖｉｔｙ　ｒｅｃｏｖｅｒｙ　ａｎｄ　ｃｌｉｍａｔｅ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ）以及ＧＯＣＥ（ｇｒａｖｉｔｙ　ｆｉｅｌｄ　ａｎｄ　ｓｔｅａｄｙ－
ｓｔａｔｅ　ｏｃｅａｎ　ｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎ　ｅｘｐｌｏｒｅｒ）［１－３］卫 星 任 务 就

是此技术背景下的产物。全球重力位模型可以用

球谐系数进行表达，可以看做是观测数据以面球

谐函数为基函数在球面上的正交展开。这就需要

覆盖全球的重力场数据，即卫星以极轨飞行，否则

面球谐函数将不满足其球面正交的特性。但是由

于各种工程技术问题，目前的卫星任务均是以近

极轨飞行，这就带来了地球两极各有一个小的数

据空白区域，也就是极空白问题。
极空白问题导致了在地球重力位模型的解算

中，低次球谐系数的估计精度 较 低［４］。目 前 解 决

极空白问题的方案，一是利用已有的重力位模型、
航空和地面等重力数据对极空白区域进行数据填

充［５］，使其满足球谐系数的正交性，但这会带来先

验信息的引入；二是利用数理统计方法降低或消

除极空白问题的影响，包 括 正 则 化 方 法 等［６－８］；三

是对原有基函数的非正交特性进行数学处理或者
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引入新的正交函数，从本质上解决极空白问题所

带来的 影 响，包 括 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分 解、特 征 值 分 析、

Ｇｒａｍ矩阵法等正交处理策略以及Ｓｌｅｐｉａｎ［９］局部

谱分析方法等［１０－１４］。

本文推导利用卫星重力梯度数据反演地球位

模型的 Ｓｌｅｐｉａｎ局 部 谱 分 析 方 法 表 达 式，研 究

Ｓｌｅｐｉａｎ函数的数学特性。在此基础上，利用卫星

重力梯度模拟数据分析Ｓｌｅｐｉａｎ方法在求解地球

重力位模型中的优点和不足。

２　Ｓｌｅｐｉａｎ方法的引入与求解

地球重力场量ｙ（ｒ）（ｒ表示坐标向量）在频域

上是具有无限带宽的，但是在进行参数估计时，仅
仅能获得一定带宽内的估计值，即估计量是具有

频域带 限 特 征 的。构 建 一 种 新 的 带 限 基 函 数

ｇ（ｒ），表示为面球谐函数的线性组合形式

ｇ（ｒ）＝∑
Ｎ

ｎｍ
ｇｎｍ珚Ｙｎｍ （１）

式中，ｇｎｍ为待求系数。
地球重力场量的带限估计值可以写为

ｙ^（ｒ）＝∑
Ｎ

ｎｍ＝０
珔ｕ^ｎｍ珚Ｙｎｍ（ｒ）＝ ∑

（Ｎ＋１）２

α＝１
ｓ^αｇα（ｒ） （２）

式中，珔ｕ^ｎｍ为球谐系数估计值，ｎ、ｍ 分别为阶数和

次数；ｇα（ｒ）为新的带 限 基 函 数 组；^ｓα 为 相 应 的 系

数估计值；珚Ｙｎｍ（ｒ）为面球谐函数，满足正交特性

１
４π

Ω

珚Ｙｎｍ珚Ｙｎ′ｍ′ｄΩ＝δｎｎ′δｍｍ′ （３）

式中，Ω代表整个球面；δ为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号。
在利用卫星观测数据求解地球重力位模型的

过程中，两极数据空白带来了面球谐函数的不正

交问题。如果新的带限函数能最大限度地获取球

面中带Ｂ＝ θ：θ０≤θ≤π－θ｛ ｝０ （θ０ 为 极 空 白 球 冠

的余纬半径，对应于ＧＯＣＥ任务，约为６．７°）上的

观测信息，即在球面上具有局部最优特性，则该问

题可以得到较为圆满的解决。为此，令新的带限

函数的频谱能量在球带Ｂ上最大，即

λ＝

Ｂ

ｇ２（ｒ）ｄＢ


Ω

ｇ２（ｒ）ｄΩ
＝ｍａｘ （４）

此即所谓的Ｓｌｅｐｉａｎ问题［９，１２－１４］。

在Ｓｌｅｐｉａｎ问题中，比值０＜λ＜１作为频域带

限 函 数 ｇ（ｒ）空 域 集 中 度 的 一 种 度 量。联 合

式（１）、式（３）、式（４），可 将Ｓｌｅｐｉａｎ问 题 转 化 为

Ｎ＋１个（Ｎ－ｍ＋１）×（Ｎ－ｍ＋１）维 实 特 征 值

问题［１３－１４］

Ｄｍｇｍ＝λｍｇｍ　０≤ｍ≤Ｎ （５）

Ｄｍ＝
Ｄｍｍ … ＤｍＮ
 

ＤＮｍ … Ｄ

熿

燀

燄

燅ＮＮ

ｇｍ＝ ｇｍｍ　…　ｇ［ ］Ｎｍ

烍

烌

烎Τ

（６）

式中，矩阵元素利用式（７）计算［７，１５］

Ｄｎｍｎ′ ＝ １４π
Ｂ

珚Ｙｎｍ珚Ｙｎ′ｍｄΩ＝

１＋δｍ０
４ ∫

π－θ０

θ０

珚Ｐｎｍ珚Ｐｎ′ｍｓｉｎθｄθ＝

１＋δｍ０
４ ∑

ｎ

ｋ１＝０
∑
ｎ′

ｋ２＝０
ａｎｍｋ１ａｎ′ｍｋ２

∫
π－θ０

θ０

ｃｏｓ（ｋ１θ）ｃｏｓ（ｋ２θ） ｍ为偶数

ｓｉｎ（ｋ１θ）ｓｉｎ（ｋ２θ） ｍ
烅
烄

烆
烍
烌

烎为奇数
ｓｉｎθｄθ

（７）

ａｎｍｋ＝（２－δｋ０）珚Ｆｎｍｋ π（ ）２ （－１）Ｅ
ｋ［］２ ｍ为偶数

（－１）Ｅ
ｋ－１［ ］２ ｍ

烅
烄

烆 为奇数

（８）
式中，珚Ｆｎｍｋ为倾角函数；Ｅ［·］代表取整算子。

对每一 个 特 征 值 问 题，将 特 征 值λ１、λ２、…、

λ（Ｎ－ｍ＋１）和相应的特征向量ｇ１、ｇ２、…、ｇ（Ｎ－ｍ＋１）按

照１＞λ１≥λ２≥…≥λ（Ｎ－ｍ＋１）＞０进 行 排 序，由 于

不存在能量完全集中于球带Ｂ上的带限基函数，
故最大特征 值λ１ 非 常 接 近 于１但 不 等 于１。同

样，矩阵Ｄｍ 的正定性保证了最小特征值λ（Ｎ－ｍ＋１）
非常接 近 于 零 但 不 等 于 零。相 应 的 带 限 函 数

ｇ１（ｒ）、ｇ２（ｒ）、…、ｇ（Ｎ－ｍ＋１）（ｒ）满足双正交性

１
４π

Ω

ｇα（ｒ）ｇβ（ｒ）ｄΩ＝δαβ

１
４π

Ｂ

ｇα（ｒ）ｇβ（ｒ）ｄΩ＝λαδα
烍

烌

烎β

（９）

则对 应 于 次 数 为 ｍ 的 带 限Ｓｌｅｐｉａｎ函 数ｓ　ｍｊ （ｒ）
即为

ｓ　ｍｊ（ｒ）＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ
ｇｎｍ珚Ｙｎｍ　ｍ≤ｊ≤Ｎ （１０）

写成矩阵形式为

Ｓｍ＝ＧΤｍ珚Ｙｍ （１１）

Ｓｌｅｐｉａｎ函数在 整 个 球 面 和 球 带 上 均 是 正 交

的，其本质可看做是同次面球谐函数的线性组合

形式，次数ｍ 对于Ｓｌｅｐｉａｎ函数和 面 球 谐 函 数 具

有相同意义。

２
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３　Ｓｌｅｐｉａｎ函数的性质

Ｓｌｅｐｉａｎ函数中，在球带Ｂ上能量较大的特征

函数ｇα（ｒ）所 对 应 的 特 征 值λα 接 近 于１，称 之 为

有效特征值；而在球带Ｂ上能量较小的特征函数

的特征值λα 则接近于零，称之为无效特征值。这

些特征值的大小反映了其所对应的特征向量的能

量大小。与最大特征值相对应的基函数ｇ１（ｒ）是

在球带Ｂ上能 量 最 大 的 带 限 函 数，ｇ２（ｒ）则 是 仅

次于ｇ１（ｒ）且与其正交的在球带Ｂ上能量最大的

带限函数，依此类推。当极空白区域较小时，有效

特征值 较 多，无 效 特 征 值 相 对 很 少，反 之 亦 然。
图１给出了Ｎ＝１００，θ０＝６．７°时的特征函数ｇα（ｒ）
的特征值分布。图中显示，由于极空白区域很小，
绝大多数的特 征 值 均 接 近 于１，仅 有 小 部 分 的 特

征值接近于零，而位于这两种情况中间的过渡带

相对较短，仅有极少数特征值。

图１　Ｓｌｅｐｉａｎ函数的特征值分布

Ｆ　 ｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｓｌｅｐｉａｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ

　　图２给出了Ｎ＝１８、极空白半径θ０＝４０°、次数

０≤ｍ≤３时的能量占前３位和后３位的Ｓｌｅｐｉａｎ函

数纬向分布图（不考虑经向变化）。特征值截至小

数点后６位。具有最大权重（λ≈１）的前３位特征

函数中，能量非常好地集中于４０°≤θ≤１４０°的 范

围上，在其他区域上则基本为零。相反的，具有最

小权重（λ≈０）的前３位特征函数中，能量非常好

地集中于０°≤θ≤４０°以 及１４０°≤θ≤１８０°的 范 围

上。通过这种分布，Ｓｌｅｐｉａｎ函数实现了将卫星观

测信息最大化地聚集在非极空白区域，即保证了

卫星轨道的测量特点与数据处理方法的一致性。

图２　前３位和后３位特征函数纬向变化图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏ－ｌａｔｉｔｕｄｉｎａｌ　ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｔｈｒｅｅ　ａｎｄ　ｌａｓｔ　ｔｈｒｅｅ　ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

３
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　　此外，从图２可以观察到，当α为奇数时，特

征函数为一以赤道为对称轴的偶函数；当α为偶

数时，特征函 数 为 一 奇 函 数。当ｍ 为 偶 数 时，具

有最小权重的特 征 函 数 的 奇 偶 性 与Ｎ 的 奇 偶 性

相同；当ｍ为 奇 数 时，具 有 最 小 权 重 的 特 征 函 数

的奇偶性与Ｎ 的奇偶性相反。也就是说，特征函

数的奇偶性与α－ｍ的奇偶性相反。当α＝１时，特
征函数不具有零点；当α＝２时，只有一个零点；当

α＝３时，特征函数有两个零点，依此类推。也就是

说随着α的增加，特征函数的零点个数逐渐增加。

４　数值计算效率和稳定性的改进

当极空白的球冠半径较小时，式（７）的对角化

运算会变得很不稳定，特征向量的求解存在不唯

一性。另一方面，在求解特征值时，需要通过数值

积分或者其他方法计算每一个矩阵元素，总的运

算次数为ｏ（Ｎ２），这大大增加了运算时间。这 里

引入一个二阶差分算子Ｇｒüｎｂａｕｍ算子［１３－１４，１６－１７］

Ｉｐ＝（ｃｏｓ２θ０－ｃｏｓ２θ）

Δ

２
ｍ＋２ｃｏｓθｓｉｎθｄｄθ－

Ｎｐ（Ｎｐ＋３）ｃｏｓ２θ　０≤ｍ≤Ｎ （１２）

式中，
Δ

２
ｍ＝ｄ２／ｄθ２＋ｃｏｔθ（ｄ／ｄθ）－ｍ２（ｓｉｎθ）－２是

固定次数Ｌａｐｌａｃｅ－Ｂｅｌｔｒａｍｉ算子；ｐ＝ｅ代表偶数，或

ｐ＝ｏ代表奇数。下限满足ｍｐ＝ｅ＝ｍ以及ｍｐ＝ｏ＝
ｍ＋１，上限满足

Ｎｐ＝ｅ＝
Ｎ　 Ｎ－ｍ为偶数

Ｎ－１　Ｎ－ｍ｛ 为奇数

Ｎｐ＝ｏ＝
Ｎ－１　Ｎ－ｍ为偶数

Ｎ　 Ｎ－ｍ｛
烍

烌

烎为奇数

（１３）

引入一（Ｎ－ｍ＋１）×（Ｎ－ｍ＋１）矩 阵Ｔｍ，
矩阵元素为

Ｔｎｍｎ′ ＝ １４π
Ω

珚Ｙｎｍ（Ｉ珚Ｙｎ′ｍ）ｄΩ （１４）

矩阵Ｄｍ 与Ｔｍ 均 为 对 称 阵，且 满 足ＤｍＴｍ＝
ＴｍＤｍ，即二者为可交换矩阵。由于可交换矩阵具

有相同的特征向量，故式（５）等价于特征值问题

Ｔｍｇｍ＝Λｇｍ

ｇｍ∈
烍
烌

烎Ω
（１５）

式中，Ｉ 为 Ｇｒüｎｂａｕｍ 算 子；Λ≠λ 为 相 应 的

Ｇｒüｎｂａｕｍ特征值。

Ｇｒüｎｂａｕｍ矩阵Ｔｍ 可 以 利 用 下 式 进 行 计 算

得到［１３－１４］

Ｔｐｎｍｎ＝－ｎ（ｎ＋１）ｃｏｓ２θ０＋ ２
２ｎ＋３

（ｎ＋１）２－ｍ［ ］２ ＋

（ｎ－２）（ｎ＋１）－Ｎｐ（Ｎｐ＋３［ ］）·

１
３－

２
３
３ｍ２－ｎ（ｎ＋１）
（２ｎ＋３）（２ｎ－１［ ］） （１６）

Ｔｐｎｍ（ｎ＋２）＝
ｎ（ｎ＋３）－Ｎｐ（Ｎｐ＋３［ ］）

２ｎ＋３
·

（ｎ＋２）２－ｍ［ ］２ （ｎ＋１）２－ｍ［ ］２
（２ｎ＋１）（２ｎ＋５槡 ） （１７）

Ｔｐｎｍｎ′＝０　ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ （１８）

Ｔｍ＝ｄｉａｇ（Ｔｅｍ，Ｔｏｍ）为 一 三 对 角 阵，这 在 很 大

程 度 上 降 低 了 计 算 的 复 杂 度，另 一 方 面，

Ｇｒüｎｂａｕｍ算子 的 运 用 提 高 了 数 值 计 算 的 稳 定

性。由此实现了Ｓｌｅｐｉａｎ问题的稳定快速求解。
图３显示了采用Ｇｒüｎｂａｕｍ矩阵进行求解后

的Ｓｌｅｐｉａｎ函数 的 二 维 空 间 分 布 图（红 蓝 分 别 代

表正负值）。从中可以发现，由于经向的正负交叉

点与三角函数ｓｉｎ　ｍλ或者ｃｏｓ　ｍλ的性质有关，因
此当ｍ＝０时，经向上不存在零点；ｍ＝±１时，经

线上存在两个零点；ｍ＝±２时，经线上存在４个

零点，依此类推。空间分布图的纬向分布特征与

图２的分析一致。

图３　前４位 和 后４位 特 征 函 数 的 空 间 分 布 图

（９０°＜θ＜１８０°）

Ｆｉｇ．３　Ｓｐａｔｉａｌ　ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｆｏｕｒ　ａｎｄ

ｌａｓｔ　ｆｏｕｒ　ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（９０°＜θ＜１８０°）

图４为勒让德函数和Ｓｌｅｐｉａｎ函数纬向空间

分布图（不考虑经向变化），最高阶数为１００，次数

固定为ｍ＝０。图中可以看出，与勒让德函数的频

谱分布较为均匀不同，Ｓｌｅｐｉａｎ函数的频谱能量随

着纬度增加逐渐减小，在两极地区达到最小，这种

数学特性与卫星大地测量中的极空白问题符合很

好。这也 是 引 入 Ｓｌｅｐｉａｎ函 数 的 主 要 初 衷。而

且，频谱能量与阶数密切相关，阶数越高，能量逐

渐变小甚至消失。

４
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图４　勒让德函数与Ｓｌｅｐｉａｎ函数的纬向频谱分布

Ｆｉｇ．４　Ｃｏ－ｌａｔｉｔｕｄｉｎａｌ　ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｌｅｇｅｎｄｒｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ａｎｄ　Ｓｌｅｐｉａｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

５　Ｓｌｅｐｉａｎ方法在卫 星 重 力 梯 度 数 据 恢 复

地球重力场中的应用研究

５．１　引力梯度分量的Ｓｌｅｐｉａｎ函数表达

由式（１１）可知，Ｇｍ 为解特征值问题（式（５））
所得的特征向量矩阵，为一正交矩阵，故

珚Ｙｍ＝ＧｍＳｍ （１９）

面球谐函数珚Ｙｍ＝ 珚Ｙｍｍ 珚Ｙｍ＋１，ｍ … 珚ＹＮ，［ ］ｍ 的向

上延拓矩阵可利用对角矩阵Ｈｍ（ｒ）表示［１０］

Ｈｍ（ｒ）＝

Ｒ（ ）ｒ
｜ｍ｜＋１

… ０

 

０ … Ｒ（ ）ｒ
Ｎ

熿

燀

燄

燅
＋１

（２０）

则对于平方可积空间Ｌ２（σ）内相应的线性延拓算

子λ（ｒ）有

λ（ｒ）Ｓｍ＝λ（ｒ）ＧＴｍ珚Ｙｍ＝ＧＴｍλ（ｒ）珚Ｙｍ＝
ＧＴｍＨｍ（ｒ）珚Ｙｍ＝［ＧＴｍＨｍ（ｒ）Ｇｍ］Ｓｍ （２１）

可见，Ｓｌｅｐｉａｎ函数的延拓矩阵为非对角阵形式。
将 引 力 位 在 地 心 球 坐 标 系（ｒ，θ，λ）下 利 用

Ｓｌｅｐｉａｎ函数进行展开得到（截断至Ｎ 阶）

Ｖ（ｒ，θ，λ）＝ＧＭＲ ∑
Ｎ

ｍ＝－Ｎ
　∑
Ｎ

ｎ＝｜ｍ｜
ｓｎｍ（ｇｎ－｜ｍ｜＋１ｍ Ｈｍ（ｒ）珔Ｙｍ）＝

　ＧＭＲ ∑
Ｎ

ｍ＝－Ｎ
　∑

Ｎ

ｎ＝｜ｍ｜
ｓｎｍ∑

Ｎ

ｋ＝ｍ
ｇｎ－｜ｍ｜＋１ｋｍ

Ｒ（ ）ｒ
ｋ＋１
珚Ｙｋｍ（θ，λ）＝

　ＧＭＲ ∑
Ｎ

ｍ＝０
∑
Ｎ

ｎ＝ｍ

（ｓ＋ｎｍｃｏｓ　ｍλ＋ｓ－ｎｍｓｉｎ　ｍλ）·

　∑
Ｎ

ｋ＝ｍ
ｇｎ－｜ｍ｜＋１ｋｍ

Ｒ（ ）ｒ
ｋ＋１
珚Ｐｋｍ（ｃｏｓθ） （２２）

式 中，ｓｎｍ ＝ ｓ＋ｎｍ，ｓ－｛ ｝ｎｍ 为 Ｓｌｅｐｉａｎ 展 开 系 数；

ｇｎ－｜ｍ｜＋１ｍ 为对 应 于ｍ 次 的 第ｎ－｜ｍ｜＋１个 特 征

向量，由式（５）计算得到；ｇｎ－｜ｍ｜＋１ｋｍ 为ｇｎ－｜ｍ｜＋１ｍ 的第

ｋ个元素。
根据引力梯度分量在地心球坐标（ｒ，θ，λ）与

局部指北坐标（ｘ，ｙ，ｚ）之间的 转 换 关 系［１８］，可 得

到引力梯度 分 量 的Ｓｌｅｐｉａｎ函 数 表 达 式 为（截 断

至Ｎ 阶）

ＶＳｉｊ（ｒ，θ，λ）＝ＧＭＲ３∑
Ｎ

ｍ＝０
∑
Ｎ

ｎ＝ｍ

（α（ｉｊ）ｎｍｃｏｓ　ｍλ＋β
（ｉｊ）
ｎｍｓｉｎ　ｍλ）·

∑
Ｎ

ｋ＝ｍ
ｇｎ－｜ｍ｜＋１ｋｍ

Ｒ（ ）ｒ
ｋ＋３

λ（ｉｊ）ｋ Ｈ（ｉｊ）
ｋｍ （θ）（２３）

式中，符号λ（ｉｊ）ｋ 、α（ｉｊ）ｎｍ 、β
（ｉｊ）
ｎｍ 、Ｈ（ｉｊ）

ｋｍ （θ）的表达式如表１
所示。

　　根据式（２３）在最小二乘框架下求解即可得到

Ｓｌｅｐｉａｎ系数

ｓ^ｎｍ＝ ＡＴ（ ）ＰＡ －１　ＡＴＰｌ （２４）
式中，Ｐ为权阵；Ａ为相应的设计矩阵；ｌ为梯度观

测值向量。

表１　局部指北坐标系下的引力梯度分量Ｓｌｅｐｉａｎ函数表达式

Ｔａｂ．１　Ｓｌｅｐｉａｎ　ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ　ｏｆ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｇｒａｄｉｅｎｔ　ｅｘｐｏｎｅｎｔｓ　ｉｎ　ｌｏｃａｌ　ｎｏｒｔｈ－ｏｒｉｅｎｔｅｄ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

引力梯度张量 λ（ｉｊ）ｋ α（ｉｊ）ｎｍ β
（ｉｊ）ｎｍ Ｈ（ｉｊ）ｋｍ （θ）

ＶＳｘｘ １　 ｓ＋ｎｍ ｓ－ｎｍ －（ｋ＋１）珚Ｐｋｍ（ｃｏｓθ）＋珚Ｐ″ｋｍ（ｃｏｓθ）

ＶＳｙｙ １　 ｓ＋ｎｍ ｓ－ｎｍ －（ｋ＋１＋ ｍ２
ｓｉｎ２θ

）珚Ｐｋｍ（ｃｏｓθ）＋ｃｏｔθ珚Ｐ′ｋｍ（ｃｏｓθ）

ＶＳｚｚ （ｋ＋１）（ｋ＋２） ｓ＋ｎｍ ｓ－ｎｍ 珚Ｐｋｍ（ｃｏｓθ）

ＶＳｘｙ ｍ　 ｓ－ｎｍ －ｓ＋ｎｍ
１
ｓｉｎθ

珚Ｐ′ｋｍ（ｃｏｓθ）－
ｃｏｓθ
ｓｉｎ２θ

珚Ｐｋｍ（ｃｏｓθ）

ＶＳｘｚ ｋ＋２　 ｓ＋ｎｍ ｓ－ｎｍ 珚Ｐ′ｋｍ（ｃｏｓθ）

ＶＳｙｚ ｍ（ｋ＋２） ｓ－ｎｍ －ｓ＋ｎｍ
１
ｓｉｎθ

珚Ｐｋｍ（ｃｏｓθ）

５
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５．２　卫星重力梯度数据恢复地球重力场的

Ｓｌｅｐｉａｎ方法仿真分析

基于 德 国 波 恩 大 学 提 供 的 ＧＯＣＥ卫 星 轨 道

仿真数 据，利 用ＥＩＧＥＮ－ＧＬ０４Ｃ位 模 型 的 前３００
阶模拟了３０ｄ、５ｓ采样的卫星重力梯度观测值。
利用 梯 度 径 向 分 量Ｖｚｚ，基 于 空 域 最 小 二 乘 方

法［８，１９］进行 地 球 重 力 位 模 型 的 解 算。为 使 得 模

拟方案更符合ＧＯＣＥ重力位模型实际解算情况，
阶数仅取至２００阶。图５给出了以面球谐函数为

基函数的球 谐 系 数 解 的 相 对 误 差 以 及 以Ｓｌｅｐｉａｎ
函数为基函数的Ｓｌｅｐｉａｎ解的相对误差。

图５　球谐解的相对误差与Ｓｌｅｐｉａｎ解的相对误差比较

　Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｅｒｒｏｒｓ　ｏｆ　ｓｐｈｅｒｉｃａｌ　ｈａｒｍｏｎｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｓｌｅｐｉａｎ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ

从图５可以看出，由于混频效应的影响，球谐

系数解的低次项的估计精度较低，此外高阶项的

求解精 度 亦 受 到 很 大 影 响。将 求 解 过 程 转 换 至

Ｓｌｅｐｉａｎ域后，求解结果明显变优。低次项的估计

精度有了大幅度的提高，高阶项的求解精度也有

所提高，但是扇谐项及其周围系数的精度要低一

些。对于球谐系数解来讲，混频效应主要包括两

部分：第１部分是２００阶以上的重力场信号混叠

进２００阶以下的重力场信号引起；第２部分是地

球重力场非极空白区域的观测信息混叠进极空白

区域引起的重力场频谱的变化，由于低次勒让德

函数在高纬度地区包含更多的能量信号，故而低

次项球谐系数的估计精度较低［４］。就Ｓｌｅｐｉａｎ系

数解而言，混频效应主要是高阶项（大于２００阶）
的 重 力 场 信 号 混 叠 进 低 阶 项 所 致，且 主 要 影 响

Ｓｌｅｐｉａｎ函数的扇谐项及其周围系数。
图６显示了球谐系数解和Ｓｌｅｐｉａｎ解的空间

域结果。为了便于量级上的比较，这里对低次项

进行了截断。图中可以发现，Ｓｌｅｐｉａｎ解较之球谐

系数解的大地水准面误差均方差并没有明显的改

善。这说明，Ｓｌｅｐｉａｎ解对于大地水准面的求解并

没有直接的帮助，大地水准面精度的提高还是需

要依赖于高精度的海量观测值的获取。当存在噪

声时，需要借助数理统计方法，特别是正则化方法

进行处理。Ｓｌｅｐｉａｎ方 法 的 主 要 贡 献 在 于 其 开 辟

了Ｓｌｅｐｉａｎ频 域 的 新 范 畴，且 模 型 在 该 频 域 内 的

求解精度较之传统的球谐域要高。如何结合数理

统计方法在Ｓｌｅｐｉａｎ域内对求解结果进行有效处

理，以提高大地水准面的求解精度，有待进一步的

研究和分析。

图６　球谐解与Ｓｌｅｐｉａｎ解的大地水准面误差纬向分布图
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６　结　论

利用卫星重力梯度数据恢复地球重力场的过程

中，极空白问题使得球谐系数的低次项估计精度较

低。Ｓｌｅｐｉａｎ函数能够在很大程度上解决面球谐函数

的不正交问题，实现对地球重力场的有效恢复。本

文对Ｓｌｅｐｉａｎ函数的数学性质进行详细分析，改进了

求解的稳定性和求解效率，针对卫星重力梯度数据

反演地球重力场，推导了引力梯度分量的Ｓｌｅｐｉａｎ函

数实用展开式，最后通过仿真分析，就Ｓｌｅｐｉａｎ局部

谱分析方法在卫星重力梯度数据确定地球重力位模

型中的应用和前景进行了分析和讨论。研究表明：

Ｓｌｅｐｉａｎ函数在 整 个 球 面 和 球 带 上 具 有 双 正

交性，可看做是同次面球谐函数的线性组合形式，
其奇偶性与α－ｍ的奇偶性相反。Ｓｌｅｐｉａｎ频谱能

量随着纬度的增加逐渐减小，在两极地区达到最

小，实现了将卫星观测信息最大化地聚集在非极

空白区域，即保证了卫星轨道的测量特点与数据

处理方法的一致性。Ｇｒüｎｂａｕｍ算子的引入有效

提高了Ｓｌｅｐｉａｎ方法求解的稳定性和效率。

Ｓｌｅｐｉａｎ方法的优良特性体现在Ｓｌｅｐｉａｎ频域内

的地球重力场求解精度较之球谐域内的结果要高，
但其对大地水准面空间分布的恢复精度贡献不明

显。地球重力场和大地水准面精度的改进依赖于观

测数据精度的提高以及观测数据频谱结构的改善。
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