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摘　要：基于电子经纬仪对月球明亮区域边沿的观测采样，提出一种月球视圆面中心拟合算法，推导出详细的计算公式。

通过实际观测试验验证该算法的可靠性，较好地解决了月面中心的确定问题。在此基础上，探索一种测月快速定向方

法。运用此方法进行天文定向，内符合精度和外符合精度均优于±２．０″。测月定向可有效弥补传统天文定向夜间只能

依靠观测恒星进行的不足，扩展天文测量的使用范围。由于太阳的视面也是正圆，测月定向方法同样适用于测日定向。
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１　引　言

天文定向是依靠天空中的自然天体测定真北

方向的一种技术，因其精度较高且是一种绝对定
向手段，常用于测定大地网中起始边的拉普拉斯
方位角，以控制角度观测误差的累积和传播［１－２］。

又因其具有隐蔽性好、不易受干扰和独立性强等
优点，可为航天器发射、远程火炮精确打击、陀螺
标校等提供真北基准［３－５］。目前，夜间天文定向多
采用观测恒星进行，但在云雾天气下恒星的可见
性极低，往往无法完成定向［６］。月球是天空中除
太阳之外最亮的自然天体，可见度要远远高于恒
星，是很好的天文定位定向观测目标。
由于视太阳是一个完整的正圆，目前国内已

有学者提出利用电子经纬仪观测太阳前后沿进行

快速定向，并在实际应用中取得了较好的定向结
果［７］。但国内国外尚未有人提出基于电子经纬仪
的测月定向理论和方法。这是因为月球有月相的
变化，它在绝大部分时间呈现的是一个圆缺面，测
日定向的方法无法适用于测月定向。因此，如何
利用电子经纬仪确定月球视面中心是定向的关

键。基于电子经纬仪对月球边沿观测采样，笔者
提出月球视面中心拟合算法，很好地解决了月球
视面中心的确定问题，并在实际应用中取得了较
高精度的定向结果。

２　测月定向原理

如图１所示，Ｏ为测站中心，ＯＬ 为月球视面
中心。地面目标Ｂ的天文方位角ＡＢ 是从南点Ｓ
按顺时针量取至目标的水平角，范围为０°～３６０°。
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设在某概略坐标已知的测站，采用电子经纬仪观
测地面目标Ｂ得到水平度盘值为ＭＢ，观测月球
视面中心ＯＬ 得到水平度盘值为ＭＬ，同时记录下
测瞬时刻Ｔ，并用ＡＬ 表示Ｔ 时刻月球视面中心
的真实方位角。则只需解算出经纬仪水平度盘

０°方向与南点Ｓ 的水平夹角 ΔＭ 即可完成定
向，即

ΔＭ＝ＡＬ－ＭＬ （１）

ＡＢ＝ＭＢ＋ΔＭ＝ＭＢ＋ＡＬ－ＭＬ （２）

ＡＬ 需要以观测历元Ｔ 为引数并借助太阳系
天体历表计算得到。ＩＡＵ　２０００年第２４届大会推
荐太阳系大天体基本历表采用美国喷气推进实验

室编制的数值历表 ＤＥ４０５，岁差－章动模型采用

ＩＡＵ　２０００Ａ模型［８］。为了缩短计算时间，可以采
用美国海军天文台提供的 ＮＯＶＡＳ　２０００Ｋ岁差－
章动模型（４８８项）代替精确的ＩＡＵ　２０００Ａ模型
（１３６５ 项）。此时月球视位置计算精度优于

３．５ｍａｓ，完全能满足天文定向的需要［９］。

图１　利用月球进行天文定向原理图

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ　ｏｆ　ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ　ｂｙ　ｏｂｓｅｒｖｉｎｇ　ｔｈｅ　ｍｏｏｎ

事实上，月球视面中心无法直接照准观测，即

ＭＬ 不能直接获取，需要一定的观测方法及算法
来实现。

３　月球视面中心的确定

月球的几何平均扁率约为０．００２，目前建立
的月球空间参考系中通常将月球看做正球体。由
于地月距离较远，可认为地球上观测到的月球是
一个很小的圆面，圆面半径约为１５′，且圆面中心
与月球的质心重合［１０－１３］。若利用电子经纬仪对
月球明亮边沿进行观测采样，则可获取月球视面
的几何信息，利用一定的算法即可解算其中心
位置。

３．１　月球边沿点采样
如图２所示，按照由上至下的顺序，用电子经

纬仪望远镜的十字丝中心对月球视面的边沿进行

多次均匀采样，记录下每次采样的时刻Ｔｋ，水平
度盘值Ｍｋ 和垂直度盘值Ｈｋ

［１４］。确定一个圆，需
要知道其圆心坐标及半径，即有３个未知参数，因
此至少需要３次采样才能确定月球视面。

图２　月球边沿点采样图

Ｆｉｇ．２　Ｏｂｓｅｒｖｉｎｇ　ａｎｄ　ｓａｍｐｌｉｎｇ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍｏｏｎ　ｅｄｇｅ

３．２　历元归算
上述采样是在不同历元下进行的，需要将观

测数据归算到同一历元。
如图３所示，从历元Ｔ１ 到Ｔ２，月球视面中心

的位置从Ｏ１ 运动到Ｏ２，某采样点的位置从Ｐ１ 运
动到Ｐ２。如果Ｔ１ 和Ｔ２ 足够接近，可以认为月球
在这一时间段内作线性运动，则月球视面中心和
采样点的地平坐标变化（ΔＡ，ΔＨ）是相同的，可
按如下公式计算

ΔＡ＝Ａ（Ｔ１）－Ａ（Ｔ２）

ΔＨ＝Ｈ（Ｔ１）－Ｈ（Ｔ２ ｝） （３）

式中，Ａ（Ｔ１）、Ｈ（Ｔ１）为历元Ｔ１ 时月球视面中心
的方位角和高度角；Ａ（Ｔ２）、Ｈ（Ｔ２）为历元Ｔ２ 时
月球视面中心的方位角和高度角。若已知测站的
天文坐标，这４个量均能以时间为引数计算得到，
即（ΔＡ，ΔＨ）是已知的，则将Ｐ２ 的观测数据归算
到Ｐ１ 为

Ｍ°＝Ｍ＋ΔＡ
Ｈ°＝Ｈ＋Δ ｝Ｈ （４）

现将第ｋ次采样数据（Ｍｋ，Ｈｋ）归算到第１次
采样历元Ｔ１，先令

ΔＴｋ＝Ｔｋ－Ｔ１ （５）

ΔＴｋ 表示第ｋ次采样和第１次采样之间的时间间
隔，一般较大，不妨划分为ｍ个等间隔。

ΔＴｋ ＝∑
ｍ

ｉ＝１

ΔＴｋ
ｍ

（６）

显然，只要ｍ 足够大，即可认为月球在每一
个划分时间间隔内的运动为线性运动，则ΔＡｋ 和

ΔＨｋ 可按如下公式计算。

４５３
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ΔＡｋ ＝∑
ｍ

ｉ＝１

［Ａ（Ｔｋ－ｉΔＴｋｍ
）－

Ａ（Ｔｋ－（ｉ－１）ΔＴｋｍ
）］ （７）

ΔＨｋ ＝∑
ｍ

ｉ＝１

［Ｈ（Ｔｋ－ｉΔＴｋｍ
）－

Ｈ（Ｔｋ－（ｉ－１）ΔＴｋｍ
）］ （８）

第ｋ次采样数据归算到历元Ｔ１ 后为

Ｍｋ°＝Ｍｋ＋ΔＡｋ
Ｈｋ°＝Ｈｋ＋ΔＨ ｝

ｋ

（９）

图３　历元归算原理图

Ｆｉｇ．３　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ　ｏｆ　ｅｐｏｃｈ　ｕｎｉｆｉｃａｔｉｏｎ

采用此方法，可将所有采样点的观测数据归
算到同一历元。归算后的采样点序列可清晰反映
月球视面的几何特征。

３．３　月面坐标系的建立及转换
历元归算后得到的采样数据（Ｍｋ°，Ｈｋ°）为球

面三维坐标，需要转换到月球视面所在的平面直
角坐标系下才能进行圆的拟合（图４）。

图４　坐标转换原理图

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ　ｏｆ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

如图４所示，月球视面中心的水平角 ＭＬ 和
高度角 ＨＬ 为待拟合参数。建立坐标系 ＯＬ－
Ｘ′Ｙ′Ｚ′，坐标原点ＯＬ 为月球视面中心，Ｚ′轴在
ＯＯＬ 方向上指向天顶，Ｘ′轴在垂直面ＯＺＯＬ 内与
Ｚ′轴垂直且指向天底，Ｙ′轴按左手定则确定，称该
坐标系为月面坐标系。再建立ＯＸＹＺ直角坐标

系，坐标原点Ｏ设在观测仪器的中心，Ｘ 轴在水
平面上指向水平读盘０°方向，Ｚ轴指向天顶，Ｙ 轴
按左手定则确定，称该坐标系为仪器坐标系。则
（Ｍｋ°，Ｈｋ°）在ＯＸＹＺ下的坐标表示形式为

Ｓｋ＝
ｘｋ
ｙｋ
ｚ

熿

燀

燄

燅ｋ

＝

ｃｏｓ　Ｈｋ°ｃｏｓ　Ｍｋ°
ｃｏｓ　Ｈｋ°ｓｉｎ　Ｍｋ°
ｓｉｎ　Ｈｋ

熿

燀

燄

燅°

（１０）

将仪器坐标系转换到月面坐标系，需要先绕

Ｚ轴顺时针旋转ＭＬ 角，再绕Ｙ 轴顺时针旋转

９０°－ＨＬ 角，最后沿Ｚ轴正向平移１个单位长度

即可，用等式表示为［１５］

Ｓ′ｋ＝ＲＹ（９０°－ＨＬ）ＲＺ（ＭＬ）Ｓｋ－τ （１１）

τ＝（０　０　１）Ｔ （１２）

ＭＬ 和ＨＬ 为需要求解的未知参数，但其近似
值可通过对采样数据取平均得到，并作为初值。

Ｍ０ ＝
∑
ｎ

ｋ＝１
Ｍｋ°

ｎ

Ｈ０ ＝
∑
ｎ

ｋ＝１
Ｈｋ°
烍

烌

烎ｎ

（１３）

式（１１）变为

Ｓ′ｋ＝（ｘ′ｋ　ｙ′ｋ　ｚ′ｋ）Ｔ＝
ＲＹ（９０°－Ｈ０）ＲＺ（Ｍ０）Ｓｋ－τ （１４）

（ｘ′ｋ，ｙ′ｋ，ｚ′ｋ）即为月面坐标系下月球视面边
沿点的三维坐标。由于月球视面很小，可看做平
面，即ｚ′ｋ≈０。因此，只需在ＯＬＸ′Ｙ′平面内作圆
的拟合，即可确定中心。

３．４　最小二乘拟合月面中心
假设离散边沿点序列为（ｘ′１，ｙ′１）、（ｘ′２，

ｙ′２）、…、（ｘ′ｎ，ｙ′ｎ），圆心坐标为（^ｘｃ，^ｙｃ），半径为

ｒ^，依据几何距离最小的原则，误差方程为［１６］

ｖｋ＝ （ｘ′ｋ－^ｘｃ）２＋（ｙ′ｋ－^ｙｃ）槡 ２ －^ｒ （１５）

由于坐标原点始终在圆内，不妨将月心坐标的近
似值 取 为 （０，０），半 径 的 近 似 值 取 为 ｒ０ ＝
ｓｉｎ　１５′。令

Ｘ^＝
ｘ^ｃ
ｙ^ｃ
＾

烄

烆

烌

烎ｒ
　δ^Ｘ＝

δ^ｘｃ
δ^ｙｃ
δ^

烄

烆

烌

烎ｒ
　Ｘ０＝

０
０
ｒ

烄

烆

烌

烎０

（１６）

输入参数近似值

Ｘ^＝Ｘ０＋δ^Ｘ （１７）

对式（１５）线性化

ｖｋ＝ａｋδ^ｘｃ＋ｂｋδ^ｙｃ－δ^ｒ＋ｌｋ （１８）
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ａｋ＝
－ｘ′ｋ
ｘ′２ｋ＋ｙ′２槡 ｋ

ｂｋ＝
－ｙ′ｋ
ｘ′２ｋ＋ｙ′２槡 ｋ

ｌｋ＝ ｘ′２ｋ＋ｙ′２槡 ｋ－ｒ

烍

烌

烎０

（１９）

令

Ａ＝
ａ１ ｂ１ －１
  

ａｎ ｂｎ

烄

烆

烌

烎－１

ｌ＝
ｌ１


ｌ

烄

烆

烌

烎

烍

烌

烎ｎ

（２０）

则

δ^Ｘ＝－（ＡＴＡ）－１（ＡＴｌ） （２１）

Ｘ^＝Ｘ０＋δ^Ｘ （２２）
月心在ＯＬＸ′Ｙ′Ｚ′坐标系下的坐标为

Ｘ′＝（^ｘｃ ｙ^ｃ ０）Ｔ （２３）

将Ｘ′转换到ＯＸＹＺ坐标系下为

　　Ｘ＝（ｘ　ｙ　ｚ）Ｔ＝
ＲＺ（－Ｍ０）ＲＹ（Ｈ０－９０°）（Ｘ′＋τ） （２４）

再将直角坐标化为球面坐标

ＭＬ＝ａｒｃｔａｎ（ｙｘ
）

ＨＬ＝ａｒｃｔａｎ（ ｚ
ｘ２＋ｙ槡 ２

烍

烌

烎
）

（２５）

由式（２５）计算出的（ＭＬ，ＨＬ）要比初始值
（Ｍ０，Ｈ０）精确得多，替换初始值，再次进行坐标
转换及最小二乘拟合，依此迭代，直至相邻２次计
算结果相差较小时为止。实际计算表明，这一迭
代过程收敛极快，一般只需２次迭代即可使结果
收敛到０．１″以内。

３．５　精度估计
单位权中误差μ及Ｘ^ 的权逆阵ＱＸ^表示为

μ＝±
ＶＴＶ
ｎ槡－３ （２６）

Ｑ^Ｘ＝（ＡＴＡ）－１＝
ｑ１１ ｑ１２ ｑ１３
ｑ２１ ｑ２２ ｑ２３
ｑ３１ ｑ３２ ｑ

烄

烆

烌

烎３３

（２７）

则Ｘ′的权逆阵可表示为

ＱＸ′＝
ｑ１１ ｑ１２ ０

ｑ２１ ｑ２２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

（２８）

根据式，由权逆阵的传播定律可知［１７］

ＱＸ＝ＲＺ（－ＭＬ）ＲＹ（ＨＬ－９０°）ＱＸ′·

ＲＹ（９０°－ＨＬ）ＲＺ（ＭＬ） （２９）
根据式，ＭＬ 和ＨＬ 的权倒数为

１
ｐＭＬ

＝ＦＴ１ＱＸＦ１

１
ｐＨＬ

＝ＦＴ２ＱＸＦ
烍

烌

烎２

（３０）

式中，Ｆ１ 和Ｆ２ 分别为ＭＬ 和ＨＬ 在月球视面中心

处的偏导数系数，按如下公式计算

Ｆ１＝

（ＭＬ
ｘ
）０

（ＭＬ
ｙ
）０

烄

烆

烌

烎０

Ｆ２＝

（ＨＬ

ｘ
）０

（ＨＬ

ｙ
）０

（ＨＬ

ｚ
）

烄

烆

烌

烎

烍

烌

烎０

（３１）

故ＭＬ 和ＨＬ 的精度估计公式为

ｍＭＬ＝μ
１
ｐＭ槡 Ｌ

ｍＨＬ＝μ
１
ｐＨ槡

烍

烌

烎
Ｌ

（３２）

月球视面中心的确定流程如图５所示。

图５　月面中心拟合算法流程图

Ｆｉｇ．５　Ｆｌｏｗ　ｃｈａｒｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｉｔｔｉｎｇ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

４　试　验

为验证第３节所介绍的月球视面中心拟合算
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第３期 詹银虎，等：月球视面中心拟合算法及其在测月快速定向中的应用

法的可靠性，制定以下试验方案：
（１）采用北极星任意时角法精确测定经纬仪

水平度盘０°方向与南点的水平夹角，作为真值记
为ΔＭ０。

（２）采用本文介绍的测月方法再次测定上述
夹角记为ΔＭ，以及月球视面中心高度角ＨＬ。

（３）计算水平角的拟合值与真值之差ｄ　ＭＬ＝
ΔＭ－ΔＭ０，高度角的拟合值与真值之差ｄ　ＨＬ＝
ＨＬ－ＨＬ０。ｄ　ＭＬ、ｄ　ＨＬ 可反映月心拟合的外符合

精度，内符合精度可按式（３２）计算。
（４）重复步骤（２）、（３），进行多个时段的观

测、计算和比较。

２０１１年７月１６日夜晚，在中国华北地区，月球
明亮且光滑的边沿大约只有半个圆周。在某固定
测站（天文坐标λ＝７ｈ３４ｍ２９．８ｓ，φ＝３４°４４′２２．７″），
采用ＴＭ５１００电子经纬仪按照上述试验方案进
行了多次观测试验，表１列出了某次测量结果。

表１　月球视面中心拟合结果

Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｆｉｔｔｉｎｇ　ｔｈｅ　ａｐｐａｒｅｎｔ　ｍｏｏｎ　ｃｅｎｔｅｒ

时段 ｄ　ＭＬ（″） ｍＭＬ（″） ｄ　ＨＬ（″） ｍＨＬ（″）

１　 １．３　 ２．７ －４．８　 １．０
２ －０．３　 ２．７ －３．４　 １．０
３ －０．６　 ３．０ －１．９　 １．１
４　 １．７　 １．６ －２．０　 ０．６
５　 １．１　 ２．５ －３．９　 ０．９
６　 ４．０　 ３．１ －４．４　 １．１
平均值 １．２　 １．１ －３．４　 ０．４

上述每个时段对月球边沿的采样次数均为

１２次，拟合得到的月球视面中心的水平角ＭＬ 与
真实值最大偏差为４．０″，最小偏差为－０．３″，平均
偏差为１．２″，拟合中误差为±１．１″；拟合得到的月
球视面中心的高度角 ＨＬ 与真实值最大偏差为

－４．８″，最小偏差为－１．９″，平均偏差为－３．４″，拟
合中误差为±０．４″。
高度角偏差普遍较大，这可能是采用标准大气

折射改正模型时，没有考虑实际观测时的温度、气
压、湿度等因素的影响，造成高度角的改正存在系统
差；水平角中误差明显高于高度角中误差，这是因为
采样时月球只有左侧边沿明亮且光滑，采样点大致
在水平方向上对称分布［１８］。总体来看，采用本文介
绍的月心拟合算法可较精确地确定月面中心。

５　实际应用

参照北极星任意时角法定向的观测方法，制

定一个时段内的测月定向观测纲要为［１９］：
（１）观测地面目标。用望远镜的纵丝连续照准

地面目标３次，每次照准后记录下水平度盘读数。
（２）观测月球。对月球视面明亮且光滑的边

沿进行顺序采样，采样点要尽量分布平均，采样次
数依边沿的长短而定，一般不少于１０次。

（３）纵转望远镜。再观测月球，观测要求同（２）。
（４）观测地面目标，观测要求同（１）。
重复上述步骤，进行多个时段的观测。各个

时段地面目标天文方位角的解算方法和精度估计

方法可参照北极星任意时角法定向，这里不再赘
述。２０１１年１０月７日在华北地区某固定天文基
线（方位角 ＡＢ＝３３２°５８′４５．７″，基线长度ｌ＝
１１０ｍ），进行了５个时段的测月定向试验，结果如
表２所示。

表２　测月定向结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ　ｂｙ　ｏｂｓｅｒｖｉｎｇ　ｔｈｅ　ｍｏｏｎ

时段 天文方位角 中误差 与准确值之差

１　 ３３２°５８′４６．８″ ±２．０″ ＋１．１″
２　 ３３２°５８′４８．２″ ±２．３″ ＋２．５″
３　 ３３２°５８′４８．９″ ±２．２″ ＋３．２″
４　 ３３２°５８′４６．６″ ±２．１″ ＋０．９″
５　 ３３２°５８′４６．９″ ±２．７″ ＋１．２″
均值 ３３２°５８′４７．５″ ±１．０″ ＋１．８″

各时段所测地面目标天文方位角的最大中误

差为±２．７″，最大互差为２．３″，与准确值最大偏差
为＋３．２″；５ 个 时 段 天 文 方 位 角 平 均 值 为

３３２°５８′４７．５″，中误差为±１．０″，与准确值偏差

＋１．８″。可见利用测月进行天文定向可得到较高
精度的测量结果。

６　结　论

（１）本文提出的基于最小二乘的月心拟合算
法很好地解决了月球视面中心的确定问题，多个
时段的拟合精度可优于２．０″。

（２）将此算法应用于天文定向，观测５个时
段耗时约１５ｍｉｎ，内符合和外符合精度均优于

２．０″，可满足快速定向的需要。
（３）由于太阳视面也是正圆，且太阳质心与

视面中心重合［２０］，因此本文介绍的测月定向方法
同样适用于测日定向。
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