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摘　要：通过对高分辨率卫星遥感影像成像机理进行分析，提出一种基于四元数微分方程的外方位元素求解方法。该方

法采用四元数描述影像成像姿态，建立基于四元数微分方程的成像几何模型。为求解该模型，引入３个独立的解算参

数，计算过程中不直接求解姿态四元数，而是解算参数，使得未知数个数与现有方法相同，并采用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化理论

进一步求解方程。试验结果表明该方法正确可靠，具有很好的稳定性和适应性，解算参数的引入效果显著，对定位精度

有一定的提高，并且完全避免了三角函数运算。
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１　引　言

影像外方位元素求解是高分辨率卫星遥感影

像几何处理的一个基础性问题，是有效确定物像
关系的关键，是利用卫星影像测制各种比例尺地
形图的基本保障，一直以来都是国内外研究的热
点。基于共线方程的严格几何模型由于求解精度
高，几何意义明确，一直是外方位元素求解的首
选［１］。国内外很多学者对此进行研究，构建很多

实用的模型，如 Ｋｒａｔｋｙ模型［２］、Ｗｅｓｔｉｎ模型［３］、

动态轨道参数模型［４］、Ｔｏｕｔｉｎ模型［５］、Ｐｏｌｉ模

型［６］和 Ｗｅｓｅｒ模型［７－８］等。在上述所有的成像模
型中，影像的成像姿态均是采用欧拉角进行描述，

对线阵推扫卫星而言，卫星轨道高、传感器焦距
长、摄影光束窄、视场角小、地面点存在的空间面
等特点导致其影像定向参数之间存在很强的相关

性，从而影响了外方位元素解算的稳定性，甚至迭
代不收敛。同时由于欧拉角的周期性极易出现表
达的奇异性和姿态插值不连续等问题。为解决利
用欧拉角描述影像姿态可能出现的问题，本文采
用四元数描述成像姿态。

四元数可以非常方便地表示空间三维旋转，

并能有效避免采用欧拉角描述姿态可能引起的奇

异性，具有线性程度高、计算时间少、计算误差小
等特点，在机器人技术、计算机视觉、卫星姿态控
制等领域得到广泛地应用。四元数也广泛应用在
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摄影测量中，为提高空三加密的数值稳定性和计
算效率，文献［９］在处理 ＡＤＳ４０影像的软件

ＯＲＩＭＡ中采用了四元数算法，将四元数用于实用
化摄影测量处理软件中；文献［１０］提出一种利用
单位四元数实现无初值依赖的空间后方交会算

法，试验表明该算法对外方位元素的初值不依赖；
随后文献［１１］提出一种类似摄影测量角锥体法的
四元数空间后方交会算法，该算法需要首先迭代
解算出摄站到控制点的距离，再获得四元数解析
值；文献［１２］在ＧＰＳ／ＩＭＵ辅助机载线阵ＣＣＤ影
像处理中，设计了基于单位四元数的ＩＭＵ 偏心
角模型，将四元数球面线性插值（ｓｐｈｅｒｉｃａｌ　ｌｉｎｅａｒ
ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ＳＬＥＲＰ）引入到三线阵影像的定向
片光束法平差中，并进行对比试验；文献［１３］也将
四元数ＳＬＥＲＰ引入到高分辨率卫星ＣＣＤ影像
的外定向中，结合单位四元数模为１的限制条件
进行带约束条件的间接平差求解，试验结果表明
该方法可行，然而未知数个数却增加到１４个；文
献［１４］利用四元数描述进行线阵ＣＣＤ影像的空
间后方交会，使得未知数变为１３个，至少需要

７个控制点才能进行求解。这些成果的取得一方
面体现四元数在线阵ＣＣＤ影像处理中的可行，另
一方面也表明利用四元数将增加未知数个数，可
能引起定向元素的更加相关，从而增加地面控制
点的数目，特别是增加约束条件进行求解时，会使
方程出现病态、不稳定。
本文试图改善利用四元数使未知数个数增多

的情况。因此，结合四元数在处理线阵影像上的
优势，通过对高分辨率卫星遥感影像成像机理进
行分析，采用四元数微分方程构建了严格的成像
几何模型，以进行外方位元素的稳定求解，求解过
程中引入独立的解算参数，使得方程求解不直接
求解四元数，确保了未知数个数与现有方法相同，
最后通过试验验证了本文方法和模型的合理性。

２　四元数微分方程

四元数是一种形如ｑ＝ｑ０＋ｑ１ｉ＋ｑ２ｊ＋ｑ３ｋ的
超复数，其中ｑ０、ｑ１、ｑ２、ｑ３ 为任意的实数，ｉ、ｊ、ｋ
为满足ｉ　２＝ｊ２＝ｋ２＝－１，ｊｋ＝－ｋｊ＝ｉ，ｋｉ＝
－ｉｋ＝ｊ，ｉｊ＝－ｊｉ＝ｋ的虚数单位。在上述四元
数的代数表达式中，ｑ０ 为ｑ的实部，记为Ｒｅ（ｑ），

ｑ１ｉ＋ｑ２ｊ＋ｑ３ｋ 为ｑ 的虚部，记为Ｉｍ（ｑ）。若
Ｉｍ（ｑ）＝０，则四元数ｑ称为纯虚四元数。
四元数有自己的运算法则，设ｐ＝ｐ０＋ｐ１ｉ＋

ｐ２ｊ＋ｐ３ｋ＝ｐ０＋ｐ为另一个四元数，则四元数ｐ
与ｑ的乘积为

ｒ＝ｐｑ＝ｐ０ｑ０－ｐｑ＋ｐ０ｑ＋ｑ０ｐ＋ｐ×ｑ
利用四元数的矢量形式ｐ＝［ｐ０　ｐ１　ｐ２　ｐ３］Ｔ，
ｑ＝［ｑ０　ｑ１　ｑ２　ｑ３］Ｔ 和ｒ＝［ｒ０　ｒ１　ｒ２　ｒ３］Ｔ，
可将四元数的乘积写为矩阵形式

ｒ＝Ｑ（ｐ）ｑ＝珚Ｑ（ｑ）ｐ （１）

式中

Ｑ（ｐ）＝

ｐ０ －ｐ１ －ｐ２ －ｐ３
ｐ１ ｐ０ －ｐ３ ｐ２
ｐ２ ｐ３ ｐ０ －ｐ１
ｐ３ －ｐ２ ｐ１ ｐ

熿

燀

燄

燅０

；

珚Ｑ（ｑ）＝

ｑ０ －ｑ１ －ｑ２ －ｑ３
ｑ１ ｑ０ ｑ３ －ｑ２
ｑ２ －ｑ３ ｑ０ ｑ１
ｑ３ ｑ２ －ｑ１ ｑ

熿

燀

燄

燅０

四元数很适合描述两个坐标系之间的旋转，

给定一个四元数ｑ，与之对应的旋转矩阵为Ｒ，则
二者之间的关系如式（２）所示

Ｒ＝
ａ１ ｂ１ ｃ１
ａ２ ｂ２ ｃ２
ａ３ ｂ３ ｃ

熿

燀

燄

燅３

＝

ｑ２０＋ｑ２１－ｑ２２－ｑ２３ ２（ｑ１ｑ２－ｑ０ｑ３） ２（ｑ１ｑ３＋ｑ０ｑ２）

２（ｑ２ｑ１＋ｑ０ｑ３） ｑ２０－ｑ２１＋ｑ２２－ｑ２３ ２（ｑ２ｑ３－ｑ０ｑ１）

２（ｑ３ｑ１－ｑ０ｑ２） ２（ｑ２ｑ３＋ｑ０ｑ１） ｑ２０－ｑ２１－ｑ２２＋ｑ

熿

燀

燄

燅２３
（２）

根据四元数代数，四元数的微分方程为［１５－１７］

ｄｑ
ｄｔ＝

１
２
ωｑ （３）

式中，ｑ为描述坐标系旋转的四元数，ｄｑ／ｄｔ为四
元数ｑ的一阶微分，设ω＝０＋ωｘｉ＋ωｙｊ＋ωｚｋ，ω
为一个坐标系相对于另一个坐标系的旋转角速度

所对应的四元数。
利用前面的四元数乘法规则，将上式写为矩

阵形式，可得

ｄｑ０／ｄｔ
ｄｑ１／ｄｔ
ｄｑ２／ｄｔ
ｄｑ３／ｄ

熿

燀

燄

燅ｔ

＝１２

０ －ωｘ －ωｙ －ωｚ
ωｘ ０ ωｚ －ωｙ
ωｙ －ωｚ ０ ωｘ
ωｚ ωｙ －ωｘ

熿

燀

燄

燅０

ｑ０
ｑ１
ｑ２
ｑ

熿

燀

燄

燅３

（４）

四元数微分方程是四元数代数中很重要的一

部分，在惯性导航、航天器姿态控制、机器人控制
中具有重要应用，本文将其应用于高分辨率卫星
遥感影像的外方位元素求解中。

０１４
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３　基于四元数微分方程的外方位元素
解算

３．１　基于四元数微分方程的成像几何模型
高分辨率卫星遥感影像ＣＣＤ传感器采用推

扫成像，其影像的每一扫描行与被摄物体之间具
有严密的中心投影关系，但平台的运动和姿态变
化导致了各扫描行上的外方位元素各不相同。因
此构建高分辨率卫星遥感影像成像几何模型的关

键是建立各扫描行外方位元素之间的数学关系。

考虑到卫星平台的飞行是按照一定的轨道且相邻

两扫描行影像的成像间隔非常短，因此通常采用
的方法是将外方位元素用随时间变化的多项式等

数学模型来描述。

设扫描方向为ｘ，卫星飞行方向为ｙ，采用四
元数来描述影像成像姿态，以四元数微分方程描
述姿态变化率，把不同扫描行的瞬时外方位元素
描述成以时间为自变量的线性多项式

Ｘ（ｔ）＝Ｘ０＋Ｘｔ

ｑ（ｔ）＝ｑ０＋１２
ωｑ０

烍
烌

烎ｔ
（５）

式中，Ｘ（ｔ）为任一时刻ｔ（对应像平面坐标ｙ）的瞬
时外方位线元素；Ｘ０ 为ｔ０ 时刻（对应像平面坐标

ｙ＝０）的瞬时外方位线元素；Ｘ 为外方位线元素
的一阶变率；ｑ（ｔ）为任一时刻ｔ的瞬时姿态四元
数；ｑ０ 为ｔ０ 时刻的瞬时姿态四元数；ω为卫星相
对于参考坐标系的旋转角速度所对应的四元数，

在卫星扫描的一景影像时间内可视为常数。

根据上面的外方位元素表达式，设相机内方
位元素（ｘ０，ｙ０）＝（０，０），可以建立任意扫描行的
瞬时构像方程为

ｘ＝－ｆ
ａ１ｉ（Ｘ－ＸＳｉ）＋ｂ１ｉ（Ｙ－ＹＳｉ）＋ｃ１ｉ（Ｚ－ＺＳｉ）
ａ３ｉ（Ｘ－ＸＳｉ）＋ｂ３ｉ（Ｙ－ＹＳｉ）＋ｃ３ｉ（Ｚ－ＺＳｉ）

０＝－ｆ
ａ２ｉ（Ｘ－ＸＳｉ）＋ｂ２ｉ（Ｙ－ＹＳｉ）＋ｃ２ｉ（Ｚ－ＺＳｉ）
ａ３ｉ（Ｘ－ＸＳｉ）＋ｂ３ｉ（Ｙ－ＹＳｉ）＋ｃ３ｉ（Ｚ－ＺＳｉ

烍

烌

烎）
（６）

式中，（ｘ，０）为像点坐标；（Ｘ，Ｙ，Ｚ）为地面坐标；
（ＸＳｉ，ＹＳｉ，ＺＳｉ）为摄站位置；ａｊｉ、ｂｊｉ、ｃｊｉ（ｊ＝１，２，３）
由式（２）确定。上式即为基于四元数微分方程的
高分辨率卫星遥感影像成像几何模型。

对任意一个控制点，若其对应的像点在影像
的第ｉ扫描行，由于其地面坐标（Ｘ，Ｙ，Ｚ）已知，有

ｄＸ＝ｄＹ＝ｄＺ＝０。因此，上式的成像几何模型中
主要有Ｘ０、Ｘ、ｑ０、ω，共１３个未知数，对其线性化

可得误差方程式为

ｖｘ＝ｋ１１ｄＸＳ＋ｋ１２ｄＹＳ＋ｋ１３ｄＺＳ＋ｋ１４ｄｑ０＋ｋ１５ｄｑ１＋

　　ｋ１６ｄｑ２＋ｋ１７ｄｑ３＋ｋ１８ｄωｘ＋ｋ１９ｄωｙ＋ｋ１１０ｄωｚ＋

　　ｙｋ１１ｄＸＳ＋ｙｋ１２ｄＹＳ＋ｙｋ１３ｄＺＳ－ｌｘ
ｖｙ＝ｋ２１ｄＸＳ＋ｋ２２ｄＹＳ＋ｋ２３ｄＺＳ＋ｋ２４ｄｑ０＋ｋ２５ｄｑ１＋

　　ｋ２６ｄｑ２＋ｋ２７ｄｑ３＋ｋ２８ｄωｘ＋ｋ２９ｄωｙ＋ｋ２１０ｄωｚ＋

　　ｙｋ２１ｄＸＳ＋ｙｋ２２ｄＹＳ＋ｙｋ２３ｄＺＳ－ｌ

烍

烌

烎ｙ

（７）

式中，ｋ１ｉ、ｋ２ｉ（ｉ＝１，２，…，１０）为线性化后的系数，

该系数表达式中没有三角函数运算，ｌｘ、ｌｙ 计算
如下

ｌｘ＝ｘ－ｘ′
ｘ′＝－ｆ（珡Ｘ／珚Ｚ）

ｌｙ＝０－ｙ′

ｙ′＝－ｆ（珚Ｙ／珚Ｚ）
珡Ｘ＝ａ１ｉ（Ｘ－ＸＳｉ）＋ｂ１ｉ（Ｙ－ＹＳｉ）＋ｃ１ｉ（Ｚ－ＺＳｉ）
珚Ｙ＝ａ２ｉ（Ｘ－ＸＳｉ）＋ｂ２ｉ（Ｙ－ＹＳｉ）＋ｃ２ｉ（Ｚ－ＺＳｉ）
珚Ｚ＝ａ３ｉ（Ｘ－ＸＳｉ）＋ｂ３ｉ（Ｙ－ＹＳｉ）＋ｃ３ｉ（Ｚ－ＺＳｉ

烍

烌

烎）

（８）

式（７）为利用四元数微分方程求解外方位元
素的误差方程。

３．２　独立解算参数的引入
四元数在描述影像成像姿态上具有明显的优

势，然而在式（７）的误差方程中，四元数的引入使
得姿态未知数个数由３个变为４个，而单位四元
数的４个分量只有３个独立，因此外方位元素呈
现出明显相关，法方程病态。虽然单位四元数的

４个分量之间存在一个约束条件，法方程可以通
过增加地面控制点数目或带约束条件的参数平差

进行求解，但通过未知数之间的约束条件很难从
根本上克服其相关性，且不稳定。因此，本文引入

３个独立的解算参数，求解过程中不直接求解四
元数，而是求解３个解算参数。
解算参数的引入主要是基于四元数的参数替

代思想，其基本原理为：四元数构成的矩阵Ｒ为
正交矩阵，根据ＲＲＴ＝Ｅ，求微分可得ｄＲＲＴ 为一
反对称矩阵，该反对称矩阵可由３个独立参数
（ｗ１，ｗ２，ｗ３）构成，并令ｄＲＲＴ＝Ｓｗ，于是ｄＲ＝
ＳｗＲＴ，对式（２）的四元数旋转矩阵表达式求微分，

可得微分表达式ｄＲ＝Ｒｑ０Δｑ０＋
Ｒ
ｑ１Δｑ１＋

Ｒ
ｑ２Δｑ２＋

Ｒ
ｑ３Δｑ３

，进而可以得到

Ｓｗ＝Ｒｑ０Ｒ
ＴΔｑ０＋Ｒｑ１Ｒ

ＴΔｑ１＋Ｒｑ２Ｒ
ＴΔｑ２＋Ｒｑ３Ｒ

ＴΔｑ３

１１４
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将Ｓｗ 的表达式展开，通过四元数运算，可以
得到３个独立的解算参数（ｗ１，ｗ２，ｗ３）与单位四
元数改正数Δｑ之间的关系为

Δｑ＝

Δｑ０
Δｑ１
Δｑ２
Δｑ

熿

燀

燄

燅３

＝１２

０ －ｗ１ －ｗ２ －ｗ３
ｗ１ ０ ｗ３ －ｗ２
ｗ２ －ｗ３ ０ ｗ１
ｗ３ ｗ２ －ｗ１

熿

燀

燄

燅０

·

ｑ０
ｑ１
ｑ２
ｑ

熿

燀

燄

燅３

＝１２

－ｗ１ｑ１－ｗ２ｑ２－ｗ３ｑ３
ｗ１ｑ０－ｗ２ｑ３＋ｗ３ｑ２
ｗ１ｑ３＋ｗ２ｑ０－ｗ３ｑ１
－ｗ１ｑ２＋ｗ２ｑ１＋ｗ３ｑ

熿

燀

燄

燅０

（９）

可以看出，上述关系式与四元数微分方程具
有相同的形式。将上面的表达式代入误差方程
式（７），可得新的误差方程式为

ｖｘ＝ｋ′１１ｄＸＳ＋ｋ′１２ｄＹＳ＋ｋ′１３ｄＺＳ＋ｋ′１４ｗ１＋

　　ｋ′１５ｗ２＋ｋ′１６ｗ３＋ｋ′１７ｄωｘ＋ｋ′１８ｄωｙ＋

　　ｋ′１９ｄｗｚ＋ｙｋ′１１ｄＸＳ＋ｙｋ′１２ｄＹＳ＋ｙｋ′１３ｄＺＳ－ｌｘ
ｖｙ＝ｋ′２１ｄＸＳ＋ｋ′２２ｄＹＳ＋ｋ′２３ｄＺＳ＋ｋ′２４ｗ１＋

　　ｋ′２５ｗ２＋ｋ′２６ｗ３＋ｋ′２７ｄωｘ＋ｋ′２８ｄωｙ＋

　　ｋ′２９ｄωｚ＋ｙｋ′２１ｄＸＳ＋ｙｋ′２２ｄＹＳ＋ｙｋ′２３ｄＺＳ－ｌ

烍

烌

烎ｙ
（１０）

式中，ｋ′１ｉ、ｋ′２ｉ（ｉ＝１，２，…，９）为新的误差方程系
数，可由式（７）、式（９）很容易求得，该表达式中同
样也完全没有三角函数运算，ｌｘ、ｌｙ 与式（７）相同。
误差方程式（１０）写成矩阵形式为

Ｖ＝Ｃδｘ－Ｌ （１１）

式中，Ｖ＝［ｖｘ　ｖｙ］Ｔ；Ｌ＝［ｌｘ　ｌｙ］Ｔ；

Ｃ＝
ｋ′１１ ｋ′１２ … ｋ′１９ ｙｋ′１１ ｙｋ′１２ ｙｋ′１３
ｋ′２１ ｋ′２２ … ｋ′２９ ｙｋ′２１ ｙｋ′２２ ｙｋ′［ ］

２３

；

δｘ＝［ｄＸＳｄＹＳｄＺＳｗ１ｗ２ｗ３ｄωｘｄωｙｄωｚｄＸＳｄＹＳｄＺＳ］Ｔ。
式（１１）即为本文求解外方位元素的误差方

程，可以看出其形式与摄影测量中常规的误差方
程一致，解算参数的引入使得本文方法的未知数
个数与常规方法的相同，能有效避免四元数的引
入造成的参数相关，并且所需最少控制点个数与
常规方法相同，无须采用文献［１０］和［１３］中带附
加条件的参数平差进行求解，只需采用常规的平
差方法即可。由于系数表达式中不含三角函数运
算，相对于传统的欧拉角模型，该误差方程可以完
全避免三角函数运算，提高计算速度。

３．３　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化理论的方程求解
解算参数的引入，可有效消除应用四元数产

生的定向参数相关，为进一步克服外方位元素之

间可能存在的相关性，本文还采用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正
则化理论求解误差方程，以提高解算稳定性。

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法是解决病态问题的基
础理论，在测量数据处理中具有广泛的应用［１８］，
其实质是通过对一组方程的可接纳解再施以一个

弱平滑度约束，以克服病态性，使解算结果稳定和
唯一。对于式（１１）的误差方程，按 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正
则化理论，其正则化函数为

Ｆλ＝‖Ｃδｘ－Ｌ‖２Ｐ＋λ‖δｘ‖２Ｋ＝ｍｉｎ
式中，Ｐ为观测权值；λ＞０是正则化参数；‖δｘ‖
表示δｘ 的范数；Ｋ为正则化矩阵，是对称正定阵。
对上式进行求解，可得Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化解为

（δｘ）λ＝（ＣＴＰＣ＋λＫ）－１　ＣＴＰＬ （１２）
采用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法进行方程求解的

关键是确定正则化参数。很多学者对此进行研
究，发展了很多算法［１８］，本文采用广义交叉确认
法（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｃｒｏｓｓ－ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ，ＧＣＶ）确定正则
化参数λ。

３．４　计算过程
误差方程式（１１）中有１２个未知数，因此，至

少需要６个控制点才能解算外方位元素，预先给
定外方位元素初值，根据 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化理论
解算未知数的最或然改正数，再逐步迭代直到改
正数小于规定的限差为止。
需要注意的是在平差解算中，直接求解的是

解算参数（ｗ１，ｗ２，ｗ３），而不是中心扫描行四元
数ｑ０，预先给定四元数的初值，可计算得到（ｗ１，

ｗ２，ｗ３）的值，从而计算得到Δｑ，更新得到新的四
元数值，以进行迭代计算。为保证计算过程中四
元数始终为单位四元数，即‖ｑ‖＝１，ｑ０ 采用下

式计算得到：ｑ０＝ １－ｑ２１－ｑ２２－ｑ槡 ２
３ 。

上述的求解过程可以描述为下面５个步骤：
（１）读入原始数据，包括内方位元素，像点的

观测值及其对应的控制点在地面坐标系中的坐标。
（２）确定外方位元素的初始值δ０ｘ，通常利用

控制点进行仿射变换求得中心扫描行摄站坐标的

初值，利用卫星运行的速度计算得到摄站坐标的
一阶变率，姿态四元数及其变化率均设为０。

（３）对于每一个控制点，按式（５）确定其外方
位元素，并按式（２）计算旋转矩阵。

（４）利用误差方程式（１１）构造设计阵Ｃ，常
数项Ｌ和权阵Ｐ，然后利用式（１２）的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正
则化解求得估值δｘ，并通过式（９）求得四元数改
正数Δｑ。

２１４



第３期 龚　辉，等：四元数微分方程的高分辨率卫星遥感影像外方位元素求解

（５）更新外方位元素，并判断δｘ 是否小于限
差，若小于限差，则求解过程结束，δ１ｘ 为外方位元素
的估计值；否则，重复步骤（３）到步骤（４），直至外方位
元素的结果小于限差（一般取限差１０－６）为止。

４　试验结果与分析

为验证本文基于四元数微分方程的高分辨率

卫星遥感影像外方位元素求解算法的有效性和正

确性，并与惯用的求解方法（广义岭估计和最小二
乘法）及文献［１４］中算法进行比较，本文采用

ＳＰＯＴ　５影像进行试验计算。
试验数据为中国西部某地区的一景１Ａ 级

ＳＰＯＴ　５ＨＲＳ立体影像，其影像空间分辨率在飞
行方向为１０ｍ，在扫描方向为５ｍ，影像像素大小
为１２　０００×１２　０００，ＣＣＤ相机像元大小为６．５μｍ×
６．５μｍ，前后视相机与铅锤线夹角均为２０°。卫
星飞行高度约为８２２ｋｍ。在前后视两幅影像上
分别量测了２７个同名平高地面控制点，均匀分布
于整个试验区域，如图１所示，地面坐标的测量精
度为５ｍ，像点坐标在立体环境下人工量测得到。
本文试验中衡量高分辨率卫星遥感影像外方

位元素求解的精度主要采用试验分析法，即对各
种方法求解得到的外方位元素值进行如下两类分

析：一是反求像点坐标，计算像点坐标重投影误差
的中误差；二是利用空间前方交会求解地面点坐
标，计算地面坐标残差的中误差。

图１　ＳＰＯＴ　５ＨＲＳ立体影像中控制点的分布图
（后视影像）

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｇｒｏｕｎｄ　ｃｏｎｔｒｏｌ　ｐｏｉｎｔｓ
（ＧＣＰｓ）ｉｎ　ＳＰＯＴ　５ＨＲＳ　ｓｔｅｒｅｏ　ｉｍａｇｅｓ

试验过程中，为分析不同控制点对外方位元
素求解精度的影响，分别采用不同控制点数目进行
试验。表１为根据不同控制点求解得到的外方位
元素值反算像点坐标，计算控制点、检查点的像坐
标重投影误差的中误差；表２为根据不同方案求解
的外方位元素值按前方交会计算地面点三维坐标，
并计算控制点、检查点的地面坐标残差的中误差。

表１　不同控制点求解影像像坐标重投影误差的中误差

Ｔａｂ．１　Ｒｏｏｔ　ｍｅａｎ　ｓｑｕａｒｅ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　ｉｍａｇｅ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｅｒｒｏｒ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ＧＣＰｓ

影像
点的

类型
点数

ｘ／像素 ｙ／像素

ＬＳ　 ＧＲ　 ＹＭ　 ＱＤＥ　 ＬＳ　 ＧＲ　 ＹＭ　 ＱＤＥ

前视

影像

控

制

点

检

查

点

６ 不收敛 不收敛 － ０．０３４ 不收敛 不收敛 － ０．０９７
７ 不收敛 ０．３０６　 ０．２６１　 ０．０８１ 不收敛 ０．５５９　 ０．４９１　 ０．４４７
１３ 不收敛 ０．６９６　 ０．４８６　 ０．１５２ 不收敛 ０．２６３　 ０．５６９　 ０．５１４
２０　 １１．１０３　 ０．２８９　 １．７４１　 ０．２８１　 ２．３４３　 ０．５４８　 １．３１５　 ０．５９２
２７ 不收敛 ０．６８５　 ０．６２９　 ０．３５２ 不收敛 ０．７９１　 ０．６５２　 ０．６７１
２１ 不收敛 不收敛 － ０．３４０ 不收敛 不收敛 － １．２０３
２０ 不收敛 ０．９０２　 ０．８２４　 ０．４９３ 不收敛 １．１１９　 ０．９８２　 １．００２
１４ 不收敛 ０．６５９　 ０．８４３　 ０．２５３ 不收敛 ０．４４２　 ０．８０３　 ０．８２８
７　 １１．７８８　 ０．２９１　 ２．０５１　 ０．２９５　 ２．３６５　 ０．６９６　 １．４０７　 ０．７３１
０ － － － － － － － －

后视

影像

控

制

点

检

查

点

６ 不收敛 不收敛 － ０．０２９ 不收敛 不收敛 － ０．０７４
７ 不收敛 ０．１１７　 ０．１０４　 ０．２４９ 不收敛 ０．３７７　 ０．４８７　 ０．４６４
１３ 不收敛 ０．５８４　 ０．４６７　 ０．５８１ 不收敛 ０．４３１　 ０．４６４　 ０．４５７
２０　 １．５６９　 ０．５６３　 ０．５６５　 ０．５９３　 １．５２７　 ０．５３５　 ０．５１９　 ０．５３４
２７ 不收敛 ０．６２０　 ２．０８１　 ０．６５４ 不收敛 ０．５５５　 １．４３４　 ０．５７２
２１ 不收敛 不收敛 － ０．９０３ 不收敛 不收敛 － １．０４５
２０ 不收敛 １．１７１　 １．４１２　 ０．９０４ 不收敛 ０．７７５　 ０．９７５　 ０．８８５
１４ 不收敛 ０．７０３　 １．０４３　 ０．７３６ 不收敛 ０．７０２　 ０．６６９　 ０．７４８
７　 １．８１３　 ０．８１９　 ０．８８０　 ０．８０６　 １．６６３　 ０．６６５　 ０．６７４　 ０．６６７
０ － － － － － － － －

　　注：ＬＳ为最小二乘估计，ＧＲ为广义岭估计，ＹＭ为文献［１４］中的算法，ＱＤＥ为本文的四元数微分方程算法（以下所有图表中均采用

此表示）；影像像坐标重投影误差的中误差是由利用不同控制点解算的影像外方位元素值反算像坐标，计算其与真值差值的中误差
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表２　不同控制点求解地面点三维坐标残差的中误差

Ｔａｂ．２　Ｒｏｏｔ　ｍｅａｎ　ｓｑｕａｒｅ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　ｏｂｊｅｃｔ　ｓｐａｃｅ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｒｅｓｉｄｕａｌｓ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ＧＣＰｓ

点的

类型
点数

Ｘ／ｍ Ｙ／ｍ

ＬＳ　 ＧＲ　 ＹＭ　 ＱＤＥ　 ＬＳ　 ＧＲ　 ＹＭ　 ＱＤＥ

控

制

点

６ 不收敛 不收敛 － ０．５９４ 不收敛 不收敛 － １．５１２
７ 不收敛 ３．６８５　 ３．１２７　 ３．８５７ 不收敛 ８．９５３　 ７．８８３　 ８．３２２
１３ 不收敛 ６．２３１　 ５．２６４　 ４．８２７ 不收敛 ７．９９６　 ９．５６２　 ９．３６８
２０　 ４５．６８６　 ５．３４５　 １０．６３６　 ５．４６９　 ２７．４４８　 １０．９０３　 １４．６４５　 １１．１４８
２７ 不收敛 ６．５２９　 １４．０１２　 ５．７０８ 不收敛 １４．２７１　 ２３．０２３　 １２．２８９

检

查

点

２１ 不收敛 不收敛 － ９．３９１ 不收敛 不收敛 － １９．０６４
２０ 不收敛 ６．６０９　 １０．６２８　 ７．７９３ 不收敛 １６．９２８　 １６．４１０　 １５．６０７
１４ 不收敛 ５．２１０　 ７．６５１　 ５．２１９ 不收敛 ９．４６６　 １０．５５１　 ９．５１２
７　 ２５．７２１　 ３．８２６　 ８．３５３　 ４．１４３　 １３．８２６　 ６．９２２　 ８．６６５　 ７．０５２
０ － － － － － － － －

点的

类型
点数

平面／ｍ Ｚ／ｍ

ＬＳ　 ＧＲ　 ＹＭ　 ＱＤＥ　 ＬＳ　 ＧＲ　 ＹＭ　 ＱＤＥ

控

制

点

６ 不收敛 不收敛 － １．６２４ 不收敛 不收敛 － １．２４１
７ 不收敛 ９．６８２　 ８．４８０　 ９．１７２ 不收敛 ７．６３８　 ６．２１２　 ５．９６８
１３ 不收敛 １０．１３７　 １０．９１５　 １０．５３８ 不收敛 ７．７００　 ７．９０８　 ７．５３２
２０　 ５３．２９７　 １２．１４３　 １８．１０１　 １２．４１７　 ３８．３８５　 ８．３０８　 １６．７２４　 ７．７８７
２７ 不收敛 １５．６９４　 ２６．９５２　 １３．５５１ 不收敛 ９．９１８　 １１．１６１　 ９．５０７

检

查

点

２１ 不收敛 不收敛 － ２１．２５１ 不收敛 不收敛 － １４．２４９
２０ 不收敛 １８．１７３　 １９．５５１　 １７．４４５ 不收敛 １４．５９４　 １２．１１６　 １１．７１９
１４ 不收敛 １０．８０５　 １３．０３４　 １０．８４９ 不收敛 ８．５８０　 ８．２４４　 ８．６５４
７　 ２９．２０１　 ７．９０９　 １２．０３６　 ８．１７９　 １９．８７３　 ４．９６６　 ８．８５０　 ５．１５９
０ － － － － － － － －

　　 注：ｎ个地面点坐标残差的中误差按下式计算μｉ＝ ∑Δ２ｉ／槡 ｎ，Δ为坐标残差，ｉ＝Ｘ，Ｙ，Ｚ，μ平面 ＝ μ２Ｘ ＋μ２槡 Ｙ。

　　图２为立体影像中采用不同控制点对文
献［１４］中算法和本文算法进行定位试验，试验区
域中所有地面点定位结果的误差统计图，其中

ＹＭ＿ｍａｘ、ＹＭ＿ｍｉｎ、ＹＭ＿ｒｍｓ分别为文献［１４］中
算法的最大残差、最小残差、中误差，ＱＤＥ＿ｍａｘ、

ＱＤＥ＿ｍｉｎ、ＱＤＥ＿ｒｍｓ分别为本文算法的最大残

差、最小残差、中误差。图３为本文方法、文献［１４］
中算法和广义岭估计３种方法分别利用７个控制
点（图中△表示控制点，○表示检查点）参与外方位
元素解算，并以此解算结果计算得到所有地面点三
维坐标的平面和高程残差分布图。由于篇幅所限，
利用其他数目控制点参与解算的结果图不再列出。

图２　ＳＰＯＴ５ＨＲＳ立体像对中不同控制点的定位误差统计图

Ｆｉｇ．２　Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ　ｅｒｒｏｒ　ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｃｈａｒｔｓ　ｏｆ　ＧＣＰｓ　ｉｎ　ＳＰＯＴ　５ＨＲＳ　ｓｔｅｒｅｏ　ｉｍａｇｅｓ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ＧＣＰｓ

　　从上述的解算结果可以看出：
（１）对于ＳＰＯＴ　５ＨＲＳ立体影像，本文的算

法可以求解出其外方位元素，解算精度与广义岭
估计相当，和文献［１４］中算法相比，更优一些，表
明本文中解算参数的引入正确可靠，可有效避免

四元数的引入造成的未知数个数增加，对提高精
度具有一定作用，同时使得本文方法仅在６ＧＣＰｓ
下也能求解外方位元素；而文献［１４］中的算法由
于采用四元数增加了未知数个数，必须７ＧＣＰｓ
才能求解；广义岭估计原则上６ＧＣＰｓ就可求解，
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但试验中无法求解；最小二乘估计基本都不收敛，
仅在２０ＧＣＰｓ时收敛，但解算误差非常大。

图３　ＳＰＯＴ５ＨＲＳ立体像对中７个控制点时各种方法

定位的残差分布图

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｒｅｓｉｄｕａｌ　ｃｈａｒｔｓ　ｏｆ　ＧＣＰｓ　ｉｎ　ＳＰＯＴ

５ＨＲＳ　ｓｔｅｒｅｏ　ｉｍａｇｅｓ　ｗｉｔｈ　７ＧＣＰｓ

（２）本文方法对控制点数量的需求与广义岭
估计、文献［１４］中算法基本一致，其求解精度与控
制点的数量具有很大关系。当６ＧＣＰｓ时，本文
方法检查点的平面精度仅为２１．２５１ｍ，高程精度
为１４．２４９ｍ，精度非常差，随着控制点的增多，精
度不断提高，当１３ＧＣＰｓ时，检查点的平面精度
达到１０．８４９ｍ，高程精度为８．６５４ｍ，精度得到显
著提高。然而控制点继续增加，精度提高也很有
限，基本趋于稳定，这一点从图２也可清楚看出。

（３）从图３的７ＧＣＰｓ参与计算的残差分布
图可知，本文方法、广义岭估计和文献［１４］中算法
定向精度仍带有一定的误差，且具有一定的系统
性，这主要是由于控制点和检查点的像坐标在立

体环境下人工量测，存在一定的辨认误差和量测
误差，同时没有考虑对系统误差进行补偿，若想提
高定向精度，需要建立更加严密的成像几何模型，
适当考虑系统误差的补偿，进行区域网平差计算，
这是进一步需要研究的内容。

５　结束语

基于四元数微分方程的外方位元素求解方法

的突出特点是计算过程中不直接求解姿态四元

数，而是求解独立的解算参数，确保未知数参数个
数与现有方法未知数相同，不会增多地面控制点
数。利用ＳＰＯＴ５ＨＲＳ立体影像的试验结果表
明，本文的四元数方法在精度上比文献［１４］中算
法更优，其原因也正是解算参数的引入从模型上
极大地消除了相关性，同时对控制点的要求也和
常规方法类似，说明解算参数的引入效果非常显
著。此外，从公式中可以看出本文方法完全避免
了三角函数运算，相对于现有方法而言，可以有效
降低计算复杂度，减少计算时间。随着高分辨率
卫星遥感影像的广泛应用，本文方法为其应用提
供一种新的技术途径，当然从应用的角度来看，还
需要进行更加深入系统的试验，特别是区域网平
差试验，这也是本文进一步的研究方向。
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