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１　引　言

卫星跟踪卫星技术可以快速获取全球地球重

力场中长波信息的精细结构［１］，不仅可以获取地
球重力场静态信息，而且可以获得重力场的时变
信息，已经成为国际上地学领域的研究热点之一。
地球重力场及其随时间的变化量反映了地球表层

及其内部物质的空间分布、运动和变化，同时决定
着大地水准面的起伏及变化［２－５］。因此，确定地球
重力场的精细结构及其时变信息不仅是大地测量

学、地球物理学、地震学、海洋学、空间科学、国防
建设等的需求，同时也将为全人类寻求资源、保护
环境和预测灾害提供重要的信息资源［６－１０］。
如表１所示，ＧＲＡＣＥ（ｇｒａｖｉｔｙ　ｒｅｃｏｖｅｒｙ　ａｎｄ

ｃｌｉｍａｔｅ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ）双星计划由美国航空航天局

（ＮＡＳＡ）和 德 国 航 天 局 （ＤＬＲ）共 同 研 制 开
发［１１－１２］，采 用 近 圆 形 和 近 极 地 轨 道 设 计。

ＧＲＡＣＥ利用Ｋ波段测量系统高精度测量星间距
离和星间距离变化率，利用高轨ＧＰＳ卫星对低轨
双星精密跟踪定轨，利用高精度ＳｕｐｅｒＳＴＡＲ加
速度计测量作用于双星间的非保守力。ＧＲＡＣＥ
系统包含两组ＳＳＴ－ＨＬ，同时利用Ｋ波段测量系
统获得高精度星间距离变化率数据，因此它得到
的静态和动态全球重力场的精度比 ＣＨＡＭＰ
（ｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇ　ｍｉｎｉ－ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｐａｙｌｏａｄ）至少高出一
个数量级。基于ＧＲＡＣＥ双星高精度感测中长波
地球重力场的优秀表现，ＮＡＳＡ提出了又一项专
用于中短波地球重力场精密探测 ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌ－
ｌｏｗ－Ｏｎ未来卫星计划［１３－１５］。ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ
双星预期采用近圆、近极地的轨道设计，利用无拖
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曳控制及微推进技术高精度补偿双星所受到的非

保守力，利用激光干涉星间测量系统高精度测量
星间速度，利用高轨ＧＰＳ卫星对低轨双星精密跟
踪定位［１６］。由表１、表２可以看出，ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌ－
ｌｏｗ－Ｏｎ较大程度地降低了轨道高度，从而有效抑
制了地球重力场随卫星轨道高度增加的衰减的效

应，大幅度地提高了激光干涉系统星间距离变率
的测量精度，同时利用无阻尼系统高精度补偿了
双星受到的非保守力，因此使得ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－
Ｏｎ能以更高的分辨率和至少比ＧＲＡＣＥ高一个
数量级的精度恢复静态和动态地球重力场［１７］。

表１　ＧＲＡＣＥ和将来的ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ卫星重力测量

计划参数对比

Ｔａｂ．１　 Ａ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｃｕｒｒｅｎｔ

ＧＲＡＣＥ　ａｎｄ　ｆｕｔｕｒｅ　ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ　ｓａｔｅｌｌｉｔｅ

ｇｒａｖｉｔｙ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｍｉｓｓｉｏｎｓ

参　数
指　标

ＧＲＡＣＥ　 ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ

发射时间 ２００２－０３－１７　 ２０１５—２０２０
卫星寿命／ａ　 ５～１０ ＞２
轨道高度／ｋｍ　 ５００～３００　 ２００～２５０
轨道倾角／（°） ８９　 ８９
轨道离心率 ＜０．００４　 ０．００１
星间距离／ｋｍ　 ２２０±５０　 ５０
跟踪模式 ＳＳＴ－ＨＬ／ＬＬ　 ＳＳＴ－ＨＬ／ＬＬ

表２　ＧＲＡＣＥ和将来的ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ卫星关键载荷

匹配精度指标对比

Ｔａｂ．２　Ａ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｋｅｙ　ｐａｙｌｏａｄｓ　ｍａｔｃｈｉｎｇ　ａｃｃｕｒａｃｙ

ｂｅｔｗｅｅｎ　ｃｕｒｒｅｎｔ　ＧＲＡＣＥ　ａｎｄ　ｆｕｔｕｒｅ　ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌ－

ｌｏｗ－Ｏｎ　ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｍｉｓｓｉｏｎｓ

观测值
指　标

ＧＲＡＣＥ　 ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ

星间测速精度／（ｍ／ｓ） １×１０－６　 １×１０－９

轨道位置／ｍ　 ３×１０－２　 ３×１０－５

轨道速度／（ｍ／ｓ） ３×１０－５　 ３×１０－８

非保守力测量精度 ３×１０－１０　 ３×１０－１３

自１９６０ 年文献［１８］提出卫星跟踪卫星
（ＳＳＴ）技术确定地球重力场以来，国际大地测量
学界的许多学者都积极投身于地球重力场恢复的

方法与算法的理论研究和数值计算之中。在众多
方法中，对于低低跟踪测量卫星，按照观测值分类
可分为：基于轨道数据恢复重力场方法和基于星
间距离变率数据恢复地球重力场方法。国内外很
多研究机构在利用轨道数据和星间变率数据恢复

地球重力场方面做出了大量的研究工作，取得了
很多研究成果。在这些研究工作中鲜见将谱分析
的方法引入其中。
基于以上原因，本文开展了基于轨道扰动引

力谱分析的方法有效估计将来 ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－
Ｏｎ双星分别利用轨道数据和星间变率数据恢复
地球重力场的空间分辨率。给出了空间扰动引力

３个方向的谱表达式，从垂直和水平两个方向（分
别对应其轨道数据和星间变率数据）分别计算了

ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ双星所受的高空扰动引力，

并根据其谱特性及星载加速度计的测量噪声水平

分析了其能够反演重力场的阶数。

２　方　法

２．１　空间扰动引力谱表达式
地球外部空间扰动位Ｔ的谱表达式为［１９］

Ｔ（ｒ，φ，λ）＝
ＧＭ
Ｒ ∑

∞

ｎ＝２

（Ｒ
ｒ
）ｎ＋１∑

ｎ

ｍ＝０

（Ｃｎｍｃｏｓ　ｍλ＋

Ｓｎｍｓｉｎ　ｍλ）珚Ｐｎｍ（ｓｉｎφ） （１）

式中，Ｔ（ｒ，φ，λ）表示点坐标为（ｒ，φ，λ）处的扰动

位；ＧＭ
Ｒ
是地球重力场一阶位；Ｒ 是地球平均半

径；珚Ｐｎｍ是正规化勒让德函数。空间扰动引力是
空间扰动位方向导数，对其进行径向求导计算
式为

δｇｒ ＝－Ｔｒ＝
ＧＭ
Ｒ２∑

∞

ｎ＝２

（ｎ＋１）（Ｒｒ
）ｎ＋２·

∑
ｎ

ｍ＝０

（Ｃｎｍｃｏｓ　ｍλ＋Ｓｎｍｓｉｎ　ｍλ）珚Ｐｎｍ（ｓｉｎφ）

（２）

式中，δｇｒ 是空间扰动引力在径向的分量，勒让德
函数可采用递推式计算［２０］，这里不再给出详细递
推式。进一步将式（２）写为谱表达式

δｇｒ ＝∑
∞

ｎ＝２
δｇｒｎ （３）

式中

δｇｒｎ ＝ （Ｒｒ
）ｎ＋２γ（ｎ＋１）∑

ｎ

ｍ＝０

（Ｃｎｍｃｏｓ　ｍλ＋

Ｓｎｍｓｉｎ　ｍλ）珚Ｐｎｍ（ｓｉｎφ） （４）

式（４）即为空间任意一点处第ｎ阶的径向扰
动引力谱表达式。在空间任意一点可计算扰动引
力谱分量，显然绕卫星轨道一周，设定步长ｓ°，在
每一阶可算出Ｋ（Ｋ＝３６０／ｓ°＋１）个扰动引力值，
评价扰动引力谱的平均量级采用式（５）

４３３
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δｇ［ ］ｒｎ ＝
∑
Ｋ

ｊ＝１
δｇｉｎ（ｊ）

Ｋ
（５）

式中，δｇ［ ］ｉｎ 表示扰动引力谱的沿轨平均量级。
式（５）在下文用于计算扰动引力谱平均量级。

２．２　累计大地水准面误差谱表达式模型
地球扰动位的功率谱表达式为［１９］

Ｐ２ｎ｛ ｝Ｔ ＝∑
ｎ

ｍ＝０

１
４πＴ（ｒ，φ，λ）珚Ｙｎｍ（φ，λ［ ）

ｃｏｓφｄφｄ ］λ
２ （６）

式中

珚Ｙｎｍ（φ，λ）＝珚Ｐｎ　ｍ （ｓｉｎφ）Ｑｍ（λ）

Ｑｍ（λ）＝
ｃｏｓ　ｍλ　　　ｍ≥０
ｓｉｎ　ｍλ　　ｍ＜｛ ０

基于球谐函数的正交性，式（６）可简化为

Ｐ２ｎ｛ ｝Ｔ ＝ ＧＭ
Ｒ（ ）ｅ

２　Ｒｅ（ ）ｒ
２ｌ＋２

∑
ｎ

ｍ＝０

（珚Ｃ２ｎｍ ＋珚Ｓ２ｎｍ）

（７）
大地水准面功率谱为

Ｐ２ｎ｛ ｝Ｎ ＝Ｒ２ｅ∑
ｎ

ｍ＝０

（珚Ｃ２ｎｍ ＋珚Ｓ２ｎｍ） （８）

根据式（７）和式（８）可得Ｐ２ｎ ｛ ｝Ｔ 与Ｐ２
ｎ
｛ ｝Ｎ 的关

系为

Ｐ２ｎ｛ ｝Ｎ ＝Ｒ２ｅ
Ｒｅ（ ）ＧＭ

２　 ｒ
Ｒ（ ）ｅ

２ｌ＋２

Ｐ２ｎ｛ ｝Ｔ （９）

由式（１）对φ和λ求异可得到

Ｔ
φ
＝ＧＭｒ ∑

∞

ｎ＝２

（Ｒ
ｒ
）ｎ∑

ｎ

ｍ＝０

（Ｃｎｍｃｏｓ　ｍλ＋

　　　Ｓｎｍｓｉｎ　ｍλ）
珚Ｐｎｍ（ｓｉｎφ）
φ

Ｔ
λ ＝

ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｎ＝２

（Ｒ
ｒ
）ｎ∑

ｎ

ｍ＝０
ｍ（－Ｃｎｍｓｉｎ　ｍλ＋

　　　Ｓｎｍｃｏｓ　ｍλ）珚Ｐｎｍ（ｓｉｎφ

烍

烌

烎）
（１０）

根据式（７）和式（１０）可得到

Ｐ２ｎ Ｔ｛ ｝λ ＝ ＧＭ
Ｒ（ ）ｅ

２　Ｒｅ（ ）ｒ
２ｎ＋２

∑
ｎ

ｍ＝０
ｍ２（珚Ｃ２ｎｍ ＋

珚Ｓ２ｎｍ）≈ｎ
２

２Ｐ
２
ｎ｛ ｝Ｔ （１１）

由球对称性，Ｔ
φ
和Ｔ
λ
有相同的功率谱

Ｐ２ｎ Ｔ｛ ｝φ ＝Ｐ２ｎ Ｔ｛ ｝λ ＝ｎ
２

２Ｐ
２
ｎ｛ ｝Ｔ （１２）

根据能量守恒定律，单星观测方程可表示为

１
２
ｒ２＝Ｖ０＋Ｔ＋Ｃ （１３）

式中，ｒ表示单星速度；Ｖ０ 表示中心引力位；Ｃ表
示能量常数。
如图１所示，ＯＸＹＺ表示地心惯性系（ＥＣＩ）

ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ双星差分能量观测方程可表
示为

１
２
（ｒ１＋ｒ２）ρ１２＝Ｔ２－Ｔ１ （１４）

式中，１
２
（ｒ１＋ｒ２）＝ ＧＭ／槡 ｒ表示沿星星连线方向

的平均速度，ｒ１ 和ｒ２ 分别表示双星各自的绝对速
度；ρ１２＝ｒ１２ｅ１２表示激光干涉星间测量系统的星间
速度，ｒ１２＝ｒ２－ｒ１ 表示双星间的相对速度矢量，

ｅ１２＝
ｒ１２
ｒ１２
表示由引导星指向尾随星的单位方向

矢量；Ｔ２－Ｔ１＝Ｔφ
Δφ 表示双星扰动位差分，

Δφ＝ρ
１２

ｒ
表示地心角，ρ１２表示双星间距离，ρ１２的功

率谱表示为

Ｐ２ｎ ρ｛ ｝１２ ＝ ｒＧＭＰ
２
ｎ（Ｔφ

）（Δφ）
２ （１５）

图１　ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ双星在轨飞行示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｔｗｏ　ｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ　ｏｆ　ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ

ｆｌｙｉｎｇ　ｆｉｇｕｒｅ

　　联合式（９）、式（１２）和式（１５）可得 ＧＲＡＣＥ
Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ卫星激光干涉星间测量系统星间速度

误差谱Ｐ２ｎ ρ｛ ｝１２ ＝σ
２（δρ１２）
Ｎｍａｘ

，σ２（δρ１２）表示星间速

度的方差；Ｎｍａｘ表示 ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ地球重
力场理论上可恢复的最高阶数

Ｎｍａｘ＝πｒＤ
（１６）

式中，Ｄ＝ｒ０Δｔ表示半波长空间分辨率；ｒ０ ＝

ＧＭ／槡 ｒ表示卫星平均速度；Δｔ表示卫星观测值
采样时间间隔。
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　　基于式（１５）和式（１６），星间速度误差δρ１２影
响累计大地水准面精度δＮρ１２的解析误差谱表达
式模型如下

δＮρ１２ ＝

Ｒｅ Ｒｅ
ＧＭ

ｒ
ρ（ ）１２

２

∑
Ｎ

ｎ＝２

（ｒ
Ｒ
）２ｎ＋１ ２

ｎ２
２ｎ＋１
Ｎｍａｘ

σ２（δρ１２）
Ｎ槡 ｍａｘ

（１７）

式中，２ｎ＋１
Ｎｍａｘ
表示由每阶大地水准面误差转化到

累计大地水准面误差的频谱因子。

３　结　果

ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ轨道高度、星间速度误
差与空间地球重力场扰动引力谱特性及其反演地

球重力场模型对应的累计大地水准面误差谱息息

相关，须在扰动引力和累计大地水准面误差谱特
性已知条件下，根据卫星轨道高度和星间速度误
差确定其反演的地球重力场模型的分辨率。
本文主要从两个方面分析地球重力场空间扰

动引力谱特性：一是空间地球重力场扰动引力谱
垂直分布特性分析，即分析卫星轨道高度处扰动

引力大小，与３×１０－１３　ｍ／ｓ２ 的星载加速度噪声
水平比较，分析信噪比；二是累计大地水准面误差
谱特性分析，即按照式（１７）计算得到累计大地水
准面误差谱，与 ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ卫星设计的
精度指标，分析其反演重力场模型的分辨率。空
间扰动引力的计算采用 ＥＧＭ９６地球重力场
模型［２１］。

３．１　径向扰动引力谱分布特性分析
这里利用数值分析的方法计算ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌ－

ｌｏｗ－Ｏｎ双星在不同轨道高度处径向扰动引力谱分
量，分析其利用轨道数据能够反演地球重力场的空
间分辨率。采用图示方法分析扰动引力径向分布
特性，重点分析其２５０阶以后的扰动引力谱特性。
试验１：假设卫星轨道倾角为９０°，设定卫星

轨道高度分别为２００ｋｍ和２５０ｋｍ，经度设定为

０°，纬度为－９０°～９０°每隔０．５°计算一个空间扰动
引力，绕轨道一周得到３６１个空间扰动引力值。按
照式（５）计算一轨的空间扰动引力谱的标准差。将
径向扰动引力分５段２～４０、４１～１１０、１１１～１８０、

１８１～２４０、２４１～３００分别表示在图２（ａ）～２（ｅ）中。
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第３期 庞振兴，等：利用谱分析法估计ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ地球重力场的空间分辨率法

图２　各谱段径向扰动引力标准差

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｓｔｄ　ｏｆ　ｒａｄｉａｌ　ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｓｐｅｃｔｒｕｍ

　　由图２（ａ）～２（ｅ）可见，扰动引力随轨道高度
以及重力场模型阶数的增加而减少；２００ｋｍ 及

２５０ｋｍ轨道高度处分别在２４２阶和２８１阶处的
径向扰动引力值均超出了３×１０－８　ｍＧａｌ（３×
１０－１３　ｍ／ｓ２）的 非 保 守 力 测 量 精 度，显 然 在

ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ星载加速度测量水平下，无
法分离出相应的重力场信号。
因此，根据计算得到的空间扰动引力在各阶

的谱量级，考虑到星载加速度噪声水平，利用

ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ卫星的轨道数据在２００ｋｍ
和２５０ｋｍ轨高处分别能够反演至２４２阶和２８１
阶的地球重力场模型。

３．２　大地水准面累计误差谱特性分析
研究表明，ＧＲＡＣＥ卫星任务恢复１２０阶地

球重力场模型时对应的累计大地水准面精度约为

１８ｃｍ［２２］，由于ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ任务的精度目
标是高出ＧＲＡＣＥ卫星至少一个数量级，因此其所
恢复的地球重力场最高阶所对应的累计大地水准

面精度要优于１．８ｃｍ。这里主要采用数值模拟方
法计算ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ反演地球重力场对应的
大地水准面累计误差，根据累计大地水准面误差谱
特性及其优于１．８ｃｍ的精度指标，分析该卫星利用
星间距离变率数据能够反演重力场的分辨率。
试验２：假设ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ的轨道高度

为２００ｋｍ和２５０ｋｍ，星间距离为５０ｋｍ，ＳＳＴ－ＬＬ
系统的采样率为５ｓ，星间距离变化率误差为１×
１０－９　ｍ／ｓ，按照式（１７）可以计算得到其恢复重力
场所对应的累计大地水准面精度。计算结果统计
分别如下图３和表３所示。
由图３和表３可以看出：轨道高度越低，

ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ反演地球重力场所对应的累积
大地水准面精度就越高。欲达到其１．８ｃｍ的累计
大地水准面精度指标，２００ｋｍ和２５０ｋｍ轨道高度处
分别能反演至２８６阶和２２８阶的地球重力场模型。

图３　ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ星间变率数据反演地球重力

场累计大地水准面误差谱（１５０～３００阶）

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｒｅｃｅｉｖｅｄ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｍｏｄｅｌ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ａｃｃｕ－
ｍｕｌａｔｉｖｅ　ｇｅｏｉｄ　ｅｒｒｏｒ　ｓｐｅｃｔｒｕｍ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｓａｔｅｌ－
ｌｉｔｅ　ｔｏ　ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｄａｔａ（１５０～３００）

表３　ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ星间变率数据反演地球重力场

累计大地水准面精度

Ｔａｂ．３　Ｔｈｅ　ｒｅｃｅｉｖｅｄ　ｇｒａｖｉｔｙ　ｍｏｄｅｌ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ａｃｃｕｍｕ－
ｌａｔｉｖｅ　ｇｅｏｉｄ　ｅｒｒｏｒ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ｔｏ　ｓａｔｅｌｌｉｔｅ

ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｄａｔａ ／ｃｍ

轨道高

度／ｋｍ

模型阶数

２００　 ２２８　 ２２９　 ２８６　 ２８７　 ３００　 ３４２

２００　 ０．１７　０．３５　０．３６　１．７５　１．８１　２．６０　８．７５

２５０　 ０．６８　１．７６　１．８２　１３．６　１４．１　４６．０　９７．２

４　结　论

本文开展了基于谱分析方法有效估计未来

ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ卫星能够反演地球重力场空
间分辨率的探索性研究，建立了空间径向扰动引
力谱和累计大地水准面误差谱表达式模型，并利
用该模型分别计算了扰动引力垂直谱与累计大地

水准面谱，分析其谱特性，得到了一些有益的结
论，具体如下：

（１）扰动引力径向特性表明，根据对空间扰动
引力在不同轨道高度处的谱特性分析，利用

ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ的轨道数据，考虑到星载加速
度计噪声水平，在２００ｋｍ和２５０ｋｍ轨道高度处，
分别能够反演２８１阶和２４２阶的地球重力场模型。

（２）累计大地水准面误差谱特性表明，欲达到
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其１．８ｃｍ的累计大地水准面精度指标，２００ｋｍ
和２５０ｋｍ 轨道高度处分别能反演至２８６阶和

２２８阶的地球重力场模型。
（３）综合考虑加速度计噪声水平与大地水准

面精度指标，ＧＲＡＣＥ　Ｆｏｌｌｏｗ－Ｏｎ卫星在２００ｋｍ
和２５０ｋｍ轨道高度处，分别能够反演２８１阶和

２２８阶的地球重力场模型。
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