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摘　要：总强度磁异常垂向导数换算在磁性目标解释推断过程中具有重要意义。分析频率域总强 度 磁 异 常 各 阶 垂 向 导

数转换因子的滤波特性，指出在求解总强度磁异常垂向导数时，常规傅里叶变换法会明显放大观测数据中高频噪声的影

响，甚至可能淹没掉真实信息。给出一个重要定理：总强度磁异常沿垂直方向的积分及各阶 偏 导 数 均 为 准 调 和 函 数，在

此基础上，提出基于拉普拉斯方程的逐步 求 解 法，联 合 空 间 域 和 频 率 域 换 算 总 强 度 磁 异 常 沿 垂 直 方 向 的 各 阶 导 数。同

时，采用球体磁场模型验证所提方法的有效性，并推导地磁场方向和磁化强度方向不一致时，球体 总 强 度 磁 异 常 沿 垂 直

方向的一阶和二阶导数表达式。结论表明：利用样条法计算的垂向导数结果精度明显优于常规傅里叶变换法计算结果，

且具有较强的抗噪能力。
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１　引　言

磁测方法早期主要应用于地球物理和磁力勘

探领域。近年来，随着人类开发与利用海洋资源

进程的加快，该方法以成本低、快速高效等突出优

点，在水下小尺度磁性目标精密探测方面备受关

注，特别是沉船、铁锚、海底电缆、未爆炸物以及水

下潜航器的定位与识别方面更具明显优势［１－２］。
磁异常导数被广泛应用于磁性目标磁异常解

释，是压制区域场、圈定局部场、分离叠加异常以

及异常反演中常用的方法［３］。例 如，利 用 解 析 信

号法和欧拉反褶积法确定磁性目标平面位置，或

者采用泰勒级数法实现磁场空间稳健延拓，都需

要以高精度磁异常水平和垂直方向的一阶、二阶

甚至高阶导数作为基础数据。现阶段，获取磁场

垂向导数主要有两种方式，其一是将磁力传感器

设计为磁阵列模式［４］，利用微分原理直接 计 算 磁

场的垂向导数，该模式对载体运行姿态要求较高，
海洋上受风、流、浪等因素影响，实现起来较为困

难；其二是将采集的剖面或平面磁场信息进行数

据转换处理，这种转换既可在空间域内进行，也可

在频率域内进行。在空间域换算方面，文献［５］尝
试将样条函数插值法引入位场垂向导数解算中，
但计算精度有限。目前普遍采用的磁异常垂向导
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数换 算 方 法 是 傅 里 叶 变 换 法［６］（简 记 为“常 规

ＦＦＴ法”），该 方 法 理 论 较 为 完 善，但 其 频 率 响 应

函数相当于高频放大器，对观测数据中的噪声具

有显著的放大作用，当观测数据含有一定误差时，
计算精度较低，且存在较强的边界效应。为避免

复杂的复数运算，文献［７］提出采用离散余弦变换

（ＤＣＴ）计算磁异常导数，该方法去除了原信号的

相关性，在二度磁性目标磁异常垂向导数换算中

应用效果较好，关于该方法能否适用于三度磁性

目标磁异常垂向导数换算还有待于进一步研究。
针对总强度磁异常沿垂直方向导数的精确求

解问题，笔者给出了关于总强度磁异常的一个重

要定理，并综合利用空间域和频率域运算，提出一

种求解总强度磁异常各阶垂向导数的新方法。文

中详细研究了该方法的基本原理和技术措施，通

过仿真球体磁场模型检验了方法的有效性，并将

其计算结果与常规ＦＦＴ法进行了分析比较。

２　常规ＦＦＴ法

由傅里叶变换，三度磁性目标总强度 磁 异 常

Ｂｍ 的一阶垂向导数Ｂｍｚ与其频谱关系［８］为

Ｂｍｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ＦＢｍｚ（ｕ，ｖ，ｚ）·

ｅ２πｉ（ｕｘ＋ｖｙ）ｄｕｄｖ （１）

式中，ＦＢｍｚ（ｕ，ｖ，ｚ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
Ｂｍｚ（ｘ，ｙ，ｚ）·ｅ－２πｉ（ｕｘ＋ｖｙ）·

ｄｘｄｙ为总强度磁异常 一 阶 垂 向 导 数Ｂｍｚ 经 傅 里

叶变换后的频谱。
根据位场理论，总强度磁异常近似满 足 拉 普

拉斯方程，利 用 外 部Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问 题 条 件，其 空 间

延拓公式可表示为

Ｂｍ（ｘ，ｙ，ｚ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ＦＢｍ（ｕ，ｖ，０）ｅ

２π（ｕ２＋ｖ２）１
／２·ｚ·

ｅ２πｉ（ｕｘ＋ｖｙ）ｄｕｄｖ （２）

式中，ＦＢｍ（ｕ，ｖ，０）为ｚ＝０平 面 上 总 强 度 磁 异 常

Ｂｍ（ｘ，ｙ，０）的频谱。
将式（２）对ｚ方向求偏导数，得

Ｂｍｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｚ
Ｂｍ（ｘ，ｙ，ｚ）＝

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
２π（ｕ２＋ｖ２）１／２·ＦＢｍ（ｕ，ｖ，０）［ ·

ｅ２π（ｕ
２＋ｖ２）１

／２·
］ｚ　ｅ２πｉ

（ｕｘ＋ｖｙ）ｄｕｄｖ （３）
由于同一函数有相同的傅里叶表达 式，对 比

式（１）和式（３）两端，得

ＦＢｍｚ（ｕ，ｖ，ｚ）＝２π（ｕ
２＋ｖ２）１／２·ＦＢｍ（ｕ，ｖ，０）·

ｅ２π（ｕ
２＋ｖ２）１

／２·ｚ （４）

当ｚ＝０时，式（４）即为平面上总 强 度 磁 异 常

频谱向其 一 阶 垂 向 导 数 频 谱 转 换 的 关 系 式，同

理，还可推导出总强度磁异常沿垂向的第ｋ阶导

数频 谱 为 ２π（ｕ２＋ｖ２）１／［ ］２　 ｋ　ＦＢｍ（ｕ，ｖ，０）。这 里

［２π（ｕ２＋ｖ２）１／２］ｋ 称为总强度磁异常与其 第ｋ阶

垂向导 数 间 的 频 率 域 转 换 因 子（也 称 频 率 响 应

函数）。计算时，首 先 将 平 面 上 总 强 度 磁 异 常 格

网数据利用快速傅里叶变换转换为 频 谱ＦＢｍ（ｕ，

ｖ，０），再 乘 以 垂 向 导 数 频 率 域 转 换 因 子

２π（ｕ２＋ｖ２）１／［ ］２　 ｋ 获取第ｋ阶 垂 向 导 数 的 频 谱，

最后通过反傅里 叶 变 换 即 可 得 到 总 强 度 磁 异 常

各阶垂向导数。

３　基于拉普拉斯方程的逐步求解法

为减弱高频噪声对总强度磁异常垂向导数计

算的影响，这里提出基于拉普拉斯方程的逐步求

解法。在求解过程中，将运用总强度磁异常的某

些特殊性质，限于篇幅，略去推导过程，给出如下

定理。

定理：在无源空间内，总强度磁异常沿垂直方

向的积分及任意阶偏导数均为准调和函数。

结合上述定理，总强度磁异常各阶垂 向 导 数

的求解步骤如下：
（１）对ｚ＝０平 面 上 总 强 度 磁 异 常 数 据 进 行

傅里叶变换，设其在频率域频谱为ＦＢｍ（ｕ，ｖ，０），

由 式（４），ＦＢｍ （ｕ，ｖ，０）乘 以 频 率 域 转 换 因 子

１
２π（ｕ２＋ｖ２）１／２

即为总强度磁异常沿垂直方向积分的

频谱，再利用反傅里叶变换得到积分值Ｊ（ｘ，ｙ，０）；
（２）计算Ｊ（ｘ，ｙ，０）沿ｘ方向和ｙ 方向的二

阶偏导数Ｊｘｘ（ｘ，ｙ，０）与Ｊｙｙ（ｘ，ｙ，０），由定理知，

总强度磁异常沿垂直方向的积分是准调和函数，

满足拉普拉斯方程，则总强度磁异常沿垂直方向

的一阶偏导数为

Ｂｍ
［ ］ｚ ｚ＝０

＝Ｊｚｚ（ｘ，ｙ，０）≈

－ Ｊｘｘ（ｘ，ｙ，０）＋Ｊｙｙ（ｘ，ｙ，０［ ］） （５）

（３）计算Ｂｍ 在水平方向的两个二阶偏导数

２　Ｂｍ
ｘ２

与
２　Ｂｍ
ｙ２

，而总强度磁异常自身也为准调和函

数，同样利用拉普拉斯方程，得总强度磁异常沿垂

直方向的二阶偏导数为

２７６
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２　Ｂｍ
ｚ［ ］２

ｚ＝０
≈－ ２　Ｂｍ

ｘ［ ］２
ｚ＝０
＋ 

２　Ｂｍ
ｙ［ ］２

ｚ｛ ｝＝０

（６）
（４）由于总强度磁异常沿垂直方向的任意阶

偏导数都是准调和函数，得第ｋ（ｋ＝３，４，…，ｎ）阶

垂直导数为

　Ｂｍｋｚ＝ 
ｋＢｍ

ｚ［ ］ｋ
ｚ＝０
≈－ ２　Ｂｍ（ｋ－２）ｚ

ｘ［ ］２
ｚ＝０｛ ＋

２　Ｂｍ（ｋ－２）ｚ
ｙ［ ］２

ｚ ｝＝０
（７）

式中，Ｂｍｋｚ为总 强 度 磁 异 常 沿 垂 直 方 向 的 第ｋ阶

偏导数；
２　Ｂｍ（ｋ－２）ｚ
ｘ［ ］２

ｚ＝０
和 ２　Ｂｍ（ｋ－２）ｚ

ｙ［ ］２
ｚ＝０

分 别 是

Ｂｍ（ｋ－２）ｚ沿ｘ方向和ｙ方向的二阶偏导数。

需要指出的是，步骤（１）中垂向积分的频率域

转换因子 １
２π（ｕ２＋ｖ２）１／２

相 当 于 低 通 滤 波 器，在 一

定程度上起到了压制高频噪声的作用。

４　调和函数二阶水平方向导数计算方法

目前，计算调和函数沿水平方向的二 阶 偏 导

数通常 在 频 率 域 内 进 行 转 换（计 算 步 骤 与 常 规

ＦＦＴ法计算垂 向 导 数 类 似），但 该 方 法 存 在 的 不

足是会显著放大观测数据中噪声的影响，且具有

较强的边界效应。在数值计算中，三点二阶中心

差分法和三次样条曲线函数法经常被用于计算函

数在一维方向的二阶导数，本文根据平面磁场数

据的二维空间分布特点，将两者引入并应用到调

和函数二阶水平方向偏导数计算中。下面以总强

度磁异常为例，给出三点二阶中心差分法和双三

次样条曲线函数法计算其沿水平方向二阶偏导数

的具体方法原理。

４．１　三点二阶中心差分法

假设ｘ１，ｘ２，…，ｘＭ 为 格 网 化 数 据 沿ｘ 方 向

的等间 距 节 点，且ｘ１＜ｘ２＜…＜ｘＭ，ｘｉ－ｘｉ－１＝

Δｘ。则在（ｘｉ，ｙ）节 点 处 总 强 度 磁 异 常 沿ｘ方 向

的二阶偏导数可表示为

Ｂｍｘｘ（ｘｉ，ｙ）＝
Ｂｍ（ｘｉ＋１，ｙ）＋Ｂｍ（ｘｉ－１，ｙ）－２Ｂｍ（ｘｉ，ｙ）

（Δｘ）２

（８）

类似地，设ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ 为 格 网 化 数 据 沿ｙ
方向 的 等 间 距 节 点，且ｙ１＜ｙ２＜…＜ｙＮ，ｙｉ－

ｙｉ－１＝Δｙ。则在（ｘ，ｙｉ）节点处总强度磁异常沿ｙ
方向的二阶偏导数可表示为

Ｂｍｙｙ（ｘ，ｙｉ）＝
Ｂｍ（ｘ，ｙｉ＋１）＋Ｂｍ（ｘ，ｙｉ－１）－２Ｂｍ（ｘ，ｙｉ）

（Δｙ）２

（９）
值得注意的是，利用式（８）和式（９）求解总强

度磁异常沿水平方向二阶偏导数时，边界处的二

阶导数需要附加条件，本文仿真计算时，考虑到仅

对比梯度变化较大区域的计算精度，所以未计算

边界部分的二阶偏导数。

４．２　双三次样条曲线函数法

双三次 样 条 曲 线 函 数 是 对ｘ方 向 和ｙ 方 向

分别采 用 三 次 样 条 曲 线 函 数 进 行 拟 合［９］。以ｘ
方 向 测 线 为 例，设 有 观 测 数 据 ｘ１，Ｂｍ（ｘ１｛ ｝），

ｘ２，Ｂｍ（ｘ２｛ ｝），…，ｘＭ，Ｂｍ（ｘＭ｛ ｝），且ｘ１＜ｘ２＜…

＜ｘＭ，整个区间 ｘ１，ｘ［ ］Ｍ 被 节 点 分 成Ｍ－１个 小

区间 ｘ１，ｘ［ ］２ 、ｘ２，ｘ［ ］３ 、…、ｘＭ－１，ｘ［ ］Ｍ ，现 要 求

构造函数Ｓ（ｘ）满足以下三个条件：
（１）插值条件

Ｓ（ｘｉ）＝Ｂｍ（ｘｉ） （１０）
（２）在每个小区间 ｘｉ，ｘｉ［ ］＋１ （ｉ＝１，２，…，Ｍ－

１）上，Ｓ（ｘ）是ｘ的三次多项式，即

Ｓｉ（ｘ）＝Ｂｍ（ｘｉ）＋ｂｉ（ｘ－ｘｉ）＋ｃｉ（ｘ－ｘｉ）２＋ｄｉ（ｘ－ｘｉ）３

（１１）
（３）在整个 区 间 ｘ１，ｘ［ ］Ｍ 上，Ｓ（ｘ）具 有 连 续

的二阶导数，在 区 间 的 每 个 节 点ｘｉ（ｉ＝１，２，…，

Ｍ）上，函数值、一阶导数和二阶导数连续，即

Ｓ（ｘｉ－０）＝Ｓ（ｘｉ＋０）

Ｓｘ（ｘｉ－０）＝Ｓｘ（ｘｉ＋０）

Ｓｘｘ（ｘｉ－０）＝Ｓｘｘ（ｘｉ＋０
烍
烌

烎）
（１２）

式中，ｉ＝２，３，…，Ｍ－１。
利用双三次样条曲线函数计算水平方向二阶

偏导数时，需要给定两个边界约束条件，本文选择

自然三次样条插值函数，即Ｓｘｘ（ｘ１）＝Ｓｘｘ（ｘＭ）＝
０，结合方程组（１２）得到的Ｓｘｘ（ｘｉ）即为ｘｉ（ｉ＝２，

３，…，Ｍ－１）节点处总强度磁异常沿ｘ方向的二

阶偏导数。按照相同的方法，可进一步得到各测

点处总强度磁异常沿ｙ方向的二阶偏导数。

５　仿真试验分析

为检验提出的总强度磁异常各阶垂向导数换

算方法的有效性，仿真三个磁化球体磁异常数据

进行分析。
仿真测区面积为２９５ｍ×２９５ｍ，测线和测点

间距均为５ｍ。地 磁 场 倾 角 和 偏 角 分 别 为４５°与

５°，为检验方法的普遍适用性，这里设球体的磁化
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强度方向和地磁场方向不一致，球体空间位置及

磁性参数分别如表１所示。

表１　仿真球体模型相关参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ　ｓｐｈｅｒｅ　ｍｏｄｅｌ

序　号 Ｍ／Ａｍ２　 Ｉ／（°） Ａ／（°） ｘ０／ｍ　ｙ０／ｍ　 ｚ０／ｍ

球体Ⅰ ２０　１０６．１８　 ５５　 ８　 ２００　 １００　 ４０
球体Ⅱ １０　７７５．６５　 ５０　 １０　 ２００　 ２００　 ３０
球体Ⅲ １０　１７８．７５　 ６０　 ５　 １００　 １５０　 ３５

　注：Ｍ 为磁矩，Ｉ和Ａ 分别为磁化强度倾角与偏角

　　为定量分析总强度磁异常的垂向一阶导数、
二阶导数计算结果精度，在文献［８］给出的球体总

强度磁异常表达式基础上，笔者进一步推导磁化

强度方向和地磁场方向不一致时，磁化球体总强

度磁异常垂向一阶导数Ｂｍｚ和二阶导数Ｂｍｚｚ解析

表达式，分别如式（１３）与式（１４）所示

Ｂｍｚ＝Ｂｘｚｃｏｓ　Ｉ０ｃｏｓ　Ａ０＋Ｂｙｚｃｏｓ　Ｉ０ｓｉｎ　Ａ０＋Ｂｚｚｓｉｎ　Ｉ０
（１３）

Ｂｍｚｚ＝Ｂｘｚｚｃｏｓ　Ｉ０ｃｏｓ　Ａ０＋Ｂｙｚｚｃｏｓ　Ｉｓｉｎ　Ａ０＋Ｂｚｚｚｓｉｎ　Ｉ０
（１４）

式中，Ｉ０ 和Ａ０ 分 别 为 地 磁 场 倾 角 和 偏 角；Ｂｘｚ、

Ｂｙｚ、Ｂｚｚ和Ｂｘｚｚ、Ｂｙｚｚ、Ｂｚｚｚ分 别 是Ｂｖ（ｖ＝ｘ，ｙ，ｚ）
沿垂直方向的一阶偏导数与二阶偏导数，其中，

Ｂｘｚ＝
３μ０ｍ
４πｒ７

［ｒｚ（ｒ２－５ｒ２ｘ）ｃｏｓ　Ｉｃｏｓ　Ａ－

５ｒｘｒｙｒｚｃｏｓ　Ｉｓｉｎ　Ａ＋ｒｘ（ｒ２－５ｒ２ｚ）ｓｉｎ　Ｉ］

Ｂｙｚ＝
３μ０ｍ
４πｒ７

［－５ｒｘｒｙｒｚｃｏｓ　Ｉｃｏｓ　Ａ＋

ｒｚ（ｒ２－５ｒ２ｙ）ｃｏｓ　Ｉｓｉｎ　Ａ＋ｒｙ（ｒ２－５ｒ２ｚ）ｓｉｎ　Ｉ］

Ｂｚｚ＝
３μ０ｍ
４πｒ７

［ｒｘ（ｒ２－５ｒ２ｚ）ｃｏｓ　Ｉｃｏｓ　Ａ＋

ｒｙ（ｒ２－５ｒ２ｚ）ｃｏｓ　Ｉｓｉｎ　Ａ＋ｒｚ（３ｒ２－５ｒ２ｚ）ｓｉｎ　Ｉ］

Ｂｘｚｚ＝
３μ０ｍ
４πｒ９

［（－４ｒ４＋５ｒ２ｒ２ｙ＋３５ｒ２ｘｒ２ｚ）ｃｏｓ　Ｉｃｏｓ　Ａ－

５ｒｘｒｙ（ｒ２－７ｒ２ｚ）ｃｏｓ　Ｉｓｉｎ　Ａ－５ｒｘｒｚ（３ｒ２－
７ｒ２ｚ）ｓｉｎ　Ｉ］

Ｂｙｚｚ＝
３μ０ｍ
４πｒ９

［－５ｒｘｒｙ（ｒ２－７ｒ２ｚ）ｃｏｓ　Ｉｃｏｓ　Ａ－

（４ｒ４－５ｒ２ｒ２ｘ－３５ｒ２ｙｒ２ｚ）ｃｏｓ　Ｉｓｉｎ　Ａ－
５ｒｙｒｚ（３ｒ２－７ｒ２ｚ）ｓｉｎ　Ｉ］

Ｂｚｚｚ＝
３μ０ｍ
４πｒ９

［－５ｒｘｒｚ（３ｒ２－７ｒ２ｚ）ｃｏｓ　Ｉｃｏｓ　Ａ－

５ｒｙｒｚ（３ｒ２－７ｒ２ｚ）ｃｏｓ　Ｉｓｉｎ　Ａ＋（３ｒ４－
３０ｒ２ｒ２ｚ＋３５ｒ４ｚ）ｓｉｎ　Ｉ］

ｒｘ＝ｘ－ｘ０，ｒｙ＝ｙ－ｙ０，ｒｚ＝ｚ－ｚ０，

ｒ＝（ｒ２ｘ＋ｒ２ｙ＋ｒ２ｚ）１／２。

根 据 球 体 总 强 度 磁 异 常 以 及 式 （１３）和

式（１４），仿真得到ｚ＝０ｍ平面上总强度磁异常及

其垂向一阶和二阶偏导数等值线如图１所示。

图１　总强度磁 异 常 及 其 垂 向 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 理 论

等值线图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｍａｐ　ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ＴＭＡ　ａｓ　ｗｅｌｌ　ａｓ　ｉｔｓ

１ｓｔ　ａｎｄ　２ｅｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ

图１（ａ）中总强度磁异常最大值为４８．９６ｎＴ，
最小值为－２０．６９ｎＴ，平均值为１．０５ｎＴ；图１（ｂ）
中 总 强 度 磁 异 常 垂 向 一 阶 导 数 最 大 值 为

５．３０ｎＴ／ｍ，最 小 值 为－２．１８ｎＴ／ｍ，平 均 值 为

０．００１　８ｎＴ／ｍ；图１（ｃ）中总强度磁异常垂向二阶导

数最大值为０．７０ｎＴ／ｍ２，最小值为－０．３０ｎＴ／ｍ２，
平均值为－０．０００　１ｎＴ／ｍ２。
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本文在前面给出了两种垂向导数计 算 方 法，
分别是常规ＦＦＴ法和基于拉普拉斯方 程 的 逐 步

求解法。在利用后者求解垂向导数时，提供了两

种求解水平方向二阶偏导数的算法，简称为“差分

法”和“样条法”。为充分验证提出方法的适用性，
这里分无噪声和有噪声两种情况分别进行分析。

５．１　无噪声情况

图２和图３是 根 据 图１（ａ）中 的 总 强 度 磁 异

常数据，利用常规ＦＦＴ法、差分 法 和 样 条 法 换 算

得到总强度磁异常沿垂直方向的一阶偏导数和二

阶偏导数等值线图。

图２　三种方法计算得到的总强度磁异常沿垂直方向的

一阶偏导数等值线图（等值线间隔０．２ｎＴ／ｍ）

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｍａｐ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｔｈｅ　１ｓｔ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｅ－
ｒｉｖａｔｉｖｅ　ｏｆ　ＴＭＡ　ｗｉｔｈ　ｔｈｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ（ｃｏｎｔｏｕｒ

ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｉｓ　０．２ｎＴ／ｍ）

图３　三种方法计算得到的总强度磁异常沿垂直方向的

二阶偏导数等值线图（等值线间隔０．０５ｎＴ／ｍ２）

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｍａｐ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｔｈｅ　２ｅｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ

ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｏｆ　ＴＭＡ　ｗｉｔｈ　ｔｈｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ
（ｃｏｎｔｏｕｒ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｉｓ　０．０５ｎＴ／ｍ２）

从图２和图３可以看出，无噪声情况下，三种

换算方法得到的垂向一阶偏导数和二阶偏导数等

值线图与 相 应 的 理 论 等 值 线 图 实 现 了 很 好 的 吻

合，但常规ＦＦＴ法随着导数阶 数 的 增 加，边 界 效

应越来越明显。为定量计算总强度磁异常各阶垂

向导数换算精度，并排除边界效应对统计结果的

影响，选取上述各图中虚线框Ｄ域内梯度变化较

大的格网点数据进行分析，即Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜２５ｍ
≤ｘ≤２７０ｍ，２５ｍ≤ｙ≤２７０ｍ｝，采用的精度评价

指标公式为式（１５）。
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ρｋ ＝
∑
Ｎｘ

ｉ＝１
∑
Ｎｙ

ｊ＝１
Ｂ^ｍｋｚ（ｉ，ｊ）－Ｂｍｋｚ（ｉ，ｊ｛ ｝）２

Ｎｘ×Ｎ槡 ｙ

（１５）
式中，^Ｂｍｋｚ（ｉ，ｊ）和Ｂｍｋｚ（ｉ，ｊ）（ｋ为正整数）分别表

示格网点上总强度磁异常第ｋ阶垂向导数计算值

与理论值；Ｎｘ 和Ｎｙ 分别为Ｄ 域内ｘ方向和ｙ方

向采样点 数；ρｋ 为 第ｋ 阶 垂 向 导 数 计 算 结 果 中

误差。
三种方法换算结果统计情况如表２所示。

表２　三种方法换算的垂向一阶和二阶导数结果统计

Ｔａｂ．２　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　１ｓｔ　ａｎｄ　２ｅｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ

换算方法
垂向一阶导数／（ｎＴ／ｍ） 垂向二阶导数／（ｎＴ／ｍ２）

理论值 常规ＦＦＴ法 差分法 样条法 理论值 常规ＦＦＴ法 差分法 样条法

最大值 ５．３０　 ５．２９　 ５．１２　 ５．２７　 ０．７０　 ０．７０　 ０．６７　 ０．６９
最小值 －２．１８ －２．１９ －２．１４ －２．１９ －０．３０ －０．３０ －０．２８ －０．３０
平均值 ０．００１　８ －０．０００　２ －０．０００　６ －０．０００　２ －０．０００　１ －０．０００　２ －０．０００　２ －０．０００　１
中误差 — ０．００８　１　 ０．０１５　 ０．００８　２ — ０．００１　８　 ０．００２　８　 ０．００１　７

相对误差 — ０．１１％ ０．２０％ ０．１１％ — ０．１８％ ０．２８％ ０．１７％

　　从表２可以看到，三种垂向导数换算方法计

算结 果 均 具 有 较 高 的 精 度，其 中，样 条 法 和 常 规

ＦＦＴ 法 计 算 结 果 更 加 接 近 于 理 论 值。由 于

式（１５）给出的精度评价指标属于绝对误 差，其 大

小与各阶垂向导数的振幅紧密相关，垂向导数的

振幅越大，绝对误差越大；反之，振幅越小，绝对误

差则越小。因此，该指标在一定程度上无法全面

反映换算结果的优劣，故进一步采用中误差与理

论值振幅之比作为评价指标

ηｋ＝ ρｋ
ｍａｘ　Ｂｍｋｚ（ｉ，ｊ｛ ｝）－ｍｉｎ　Ｂｍｋｚ（ｉ，ｊ｛ ｝）

（１６）

以样条法为例，总强度磁异常垂向一 阶 导 数

和二 阶 导 数 理 论 值 振 幅 分 别 为７．４８ｎＴ／ｍ 和

１ｎＴ／ｍ２，计算得到的垂向一阶、二阶导数中误差

和振幅之比分别为０．１１％与０．１７％，验证了该方

法具有很高的垂向导数换算精度，且二阶垂向导

数换算结果的相对精度要稍低于一阶垂向导数换

算结果。因此，当实测资料中无噪声或噪声微小

时，既可采用常规ＦＦＴ法，也可 采 用 样 条 法 计 算

总强度磁异常的垂向一阶导数和二阶导数。
考虑到利用泰勒级数法进行总强度磁异常空

间延拓时，往往还需要获取总强度磁异常的高阶

垂向导数，本文进一步对比分析了常规ＦＦＴ法和

样条 法 的 垂 向 三 阶、四 阶 和 五 阶 导 数 换 算 结 果。
结果表明：常规ＦＦＴ法计算结果存在较强的边界

效应，且随着垂向导数阶数的增加，其边界效应更

加明显，到第五阶垂向导数时，误差已非常大；而

样条法虽然也存在一定的边界效应，但其换算效

果要明显优于常规ＦＦＴ法结果。因此，实践中建

议采用样条法计算总强度磁异常高阶垂向导数。

５．２　含有噪声情况

为更接近实际情况，进一步检验提出 方 法 的

稳健性，在ｚ＝０ｍ平面上总强度磁异常理论值中

加入２％高斯白噪声（振幅为１．３９ｎＴ），仿真得到

含噪声的总强度磁异常等值线如图４所示。

图４　含有高斯噪声的总强度磁异常等值线间隔（等

值线间隔２ｎＴ）

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｍａｐ　ｏｆ　ＴＭＡ　ｃｏｒｒｕｐｔｅｄ　ｗｉｔｈ　Ｇａｕｓｓ

ｎｏｉｓｅ（ｃｏｎｔｏｕｒ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｉｓ　２ｎＴ）

图５和图６是用含有高斯噪声的总强度磁异

常数据换算得到其沿垂直方向的一阶导数和二阶

导数等值线图。

如图５和图６所示，当总强度磁异常数据中

加入２％高斯 白 噪 声 后，垂 向 一 阶 导 数 和 二 阶 导

数计算结 果 精 度 要 明 显 低 于 无 噪 声 情 况 下 的 结

果，表明噪声对垂向导数换算结果存在较大影响。

在三种方法中，样条法计算结果精度最高，根据Ｄ
域内格网点数据，利用式（１５）和式（１６）计算得到
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的ρ１＝０．０７ｎＴ／ｍ，η１＝０．９３％，ρ２＝０．０５ｎＴ／ｍ
２，

η２＝５％；差 分 法 计 算 结 果 精 度 次 之，对 应ρ１＝
０．１３ｎＴ／ｍ，η１＝１．７％，ρ２＝０．１１ｎＴ／ｍ

２，η２＝
１１％；常规ＦＦＴ法计算结果精度最低，其中ρ１＝
０．２１ｎＴ／ｍ，η１＝２．８％，ρ２＝０．１３ｎＴ／ｍ

２，η２＝
１３％。从相对精度指标变化情况来看，垂 向 二 阶

导数较一阶导数受噪声的影响更加严重。

图５　三种方法计算 得 到 的 总 强 度 磁 异 常 沿 垂 直 方 向 的

一阶偏导数等值线图（等值线间隔０．２ｎＴ／ｍ）

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｍａｐ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｔｈｅ　１ｓｔ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｅｒｉｖａ－
ｔｉｖｅ　ｏｆ　ＴＭＡ　ｗｉｔｈ　ｔｈｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ（ｃｏｎｔｏｕｒ　ｉｎｔｅｒｖａｌ

ｉｓ　０．２ｎＴ／ｍ）

这里列 出 零 噪 声、１％、２％、３％、５％和１０％
等不同噪声水平情况下，三种垂向导数方法计算

得到的垂向一阶、二阶导数结果精度。

图６　三种方法 计 算 得 到 的 总 强 度 磁 异 常 沿 垂 直 方 向

的二阶偏 导 数 等 值 线 图（等 值 线 间 隔０．０５ｎＴ／

ｍ２）

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｍａｐ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｔｈｅ　２ｅｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ

ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｏｆ　ＴＭＡ　ｗｉｔｈ　ｔｈｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ
（ｃｏｎｔｏｕｒ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｉｓ　０．０５ｎＴ／ｍ２）

　　从表３可以看出，当总强度磁异常观测数据

中含有噪声时，同一噪声水平情况下，样条法计算

结果精度最高，差分法次之，常 规ＦＦＴ法 精 度 最

低；而对于同一种方法，垂向二阶导数计算结果相

对精度 要 低 于 一 阶 导 数 计 算 结 果 相 对 精 度。同

时，随着噪声水平的逐渐增大，各阶垂向导数换算

结果精度也不断降低。

７７６



Ｄｅｃｅｍｂｅｒ　２０１１　Ｖｏｌ．４０　Ｎｏ．６　ＡＧＣＳ　 ｈｔｔｐ：∥ｘｂ．ｓｉｎｏｍａｐｓ．ｃｏｍ

表３　不同噪声水平下三种方法换算得到的垂向导数中误差

Ｔａｂ．３　Ｍｅａｎ　ｓｑｕａｒｅ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｎｏｉｓｅ　ｌｅｖｅｌ

　　　　　　中误差 零噪声 １％噪声 ２％噪声 ３％噪声 ５％噪声 １０％噪声

ＦＦＴ法 一阶／（ｎＴ／ｍ） ０．００８　１　 ０．１０　 ０．２１　 ０．３１　 ０．５１　 １．０４
二阶／（ｎＴ／ｍ２） ０．００１　８　 ０．０６　 ０．１３　 ０．１９　 ０．３１　 ０．６４

差分法 一阶／（ｎＴ／ｍ） ０．０１５　０　 ０．０７　 ０．１３　 ０．１９　 ０．３１　 ０．６３
二阶／（ｎＴ／ｍ２） ０．００２　８　 ０．０４　 ０．０７　 ０．１１　 ０．１８　 ０．３５

样条法 一阶／（ｎＴ／ｍ） ０．００８　２　 ０．０５　 ０．１１　 ０．１６　 ０．２７　 ０．５２
二阶／（ｎＴ／ｍ２） ０．００１　７　 ０．０３　 ０．０５　 ０．０８　 ０．１３　 ０．２５

６　结　论

（１）分析 了 常 规ＦＦＴ法 在 换 算 总 强 度 磁 异

常各阶垂向导数过程中存在的不足；给出了一个

重要定理：在无源空间内，总强度磁异常沿垂直方

向的积分和各阶偏导数同样为准调和函数，在此

基础上，提出了一种新的总强度磁异常各阶垂向

导数换算方法。
（２）围绕调和函数的二阶水平方向偏导数求

解问题，给出了三点二阶中心差分法和双三次样

条曲线函数法。通过仿真试验对三点二阶中心差

分法和双三次样条曲线函数法应用效果进行了比

较分析，结果表明，利用样条法换算得到的各阶垂

向导数精度较高，且具有较强的抗噪声能力。
（３）当总 强 度 磁 异 常 观 测 数 据 不 含 噪 声 时，

常规ＦＦＴ法、差分法和样条法换算的总强度磁异

常垂向一阶导数与二阶导数结果精度大体相当，
但随着其垂向导数阶数的增加，常规ＦＦＴ法边界

效应现象较其他两种方法严重得多。当总强度磁

异常观测数据含有噪声时，随着噪声水平的不断

提高，垂向导数换算结果精度逐渐降低。但总体

而言，样条法垂向导数换算结果精度要明显优于

常规ＦＦＴ法换算结果。
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