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摘　要：从集合论的角度描述基于正八面体的、孔径为４的六边形格网系统，通过对偶、中心剖分两项基本操作建立不同

层次六边形格网集合与三角形格网集合之间的递推、包含和层次关系。定义三轴整数格网坐标系描述三角面上六边形

格网单元的位置，通过若干定理解决格网索引的核心问题，如单元笛卡儿坐标的计算，邻近、子、父单元的判定。据此设

计单元索引算法并通过对比试验进行验证。试验结果表明，该算法的平均执行效率约是同类算法的６００倍，因而更适合

计算机处理。
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１　引　言

全球离散格网数据模型的基本思想是将地球

递归剖分为形状、面积近似相等且具有规则层次
结构的单元，每个单元在记录位置信息的同时也
表达比例尺和精度，因而具有处理多尺度数据的
潜力。同一剖分产生的一系列不同分辨率的格网
称为“格网系统”，按照数学基础的不同，可将其划
分为基于地理坐标系的全球离散格网系统和基于

多面体剖分的全球离散格网系统。
地理坐标系是最常使用的球面坐标系，在此

基础上建立的经纬格网系统得到广泛应用。这类
格网系统大都存在高纬地区单元变形严重的缺

陷，而且矩形格网单元临近关系的定义并不严
格［１］。基于多面体剖分的全球离散格网系统是经
纬格网的推广，在空间分析、元胞自动机、气候模
拟等方面均有应用［２－４］。

与经纬格网相比，基于多面体剖分的全球离
散格网系统具有以下优势：① 以整个地球为研究
对象且两极不存在畸变，更适合处理全球尺度的
问题；② 对地球表面同构离散化，有助于数据统
一建模和重组；③ 格网具有层次性，在结构上支
持多尺度数据表达；④ 空间运算可以采用编码运
算完成，更适合计算机处理。

２　六边形格网系统

在构建格网常用的３种几何图形或剖分方法
（三角形、四边形和六边形）中，六边形格网的空间
覆盖效率和角度分辨率最高，单元一致相邻且无
共顶点的角邻近单元，这些特性都有利于空间数
据的处理和分析［１］。
然而，六边形全球离散格网系统的相关问题

一直都是学术界的研究难点，这是因为：① 六边
形不具备自相似性，一个大六边形不能完全分解
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为若干小六边形，导致不同分辨率格网之间的层
次关系描述困难；② 采用六边形不能完全覆盖全
球，在多面体顶点处必然出现其他形状的单元，需
要分别处理；③ 六边形剖分的方法较多，几乎不
可能建立适合各种情况的“统一剖分模型”，只能
分别讨论。
孔径（ａｐｅｒｔｕｒｅ），即相邻层次格网单元的面

积之比，是描述格网系统或剖分方法的重要指标。
孔径越小，相邻层次格网的分辨率变化越均匀，对
多分辨率应用越有利。六边形剖分的最小孔径是

３（图１），许多学者对这类格网系统进行了较深入
的研究。文献［５—６］将平面上的广义平衡三进制
（ｇｅｎｅｒａｌ　ｂａｌａｎｃｅｄ　ｔｅｒｎａｒｙ，ＧＢＴ）扩展到球面，提
出基于正二十面体的六边形格网编码、索引算法；
文献［７—８］从理论上证明采用平衡三进制（ｂａｌ－
ａｎｃｅｄ　ｔｅｒｎａｒｙ，ＢＴ）可有效描述基于正八面体的
六边形格网层次关系；文献［９］采用复平面的向量
组合建立基于正二十面体的六边形格网编码方

案；文献［１０］研究基于正二十面体的六边形格网
三角化算法。孔径为３的六边形格网系统存在的
主要不足是单元的方向随剖分层次交替变化，这
导致相关算法较复杂。

图１　孔径为３的六边形格网系统

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ａｐｅｒｔｕｒｅ　３ｈｅｘａｇｏｎａｌ　ｇｒｉｄ　ｓｙｓｔｅｍ

孔径为４的六边形剖分方法不唯一，对应的
格网系统均具有单元方向固定、层次结构简单的
优点。图２是典型的孔径为４的六边形剖分，每
个单元仅有１或２个父单元，这一特性有助于建
立高效的格网索引。但是，目前学术界对这类格
网系统的研究尚不深入。

图２　孔径为４的六边形格网系统

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ａｐｅｒｔｕｒｅ　４ｈｅｘａｇｏｎａｌ　ｇｒｉｄ　ｓｙｓｔｅｍ

以基于正八面体的、孔径为４的六边形格网

系统 （ｏｃｔａｈｅｄｒｏｎ－ｂａｓｅｄ　ａｐｅｒｔｕｒｅ　４ ｈｅｘａｇｏｎａｌ
ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｇｌｏｂａｌ　ｇｒｉｄ　ｓｙｓｔｅｍ，ＯＡ４ＨＤＧＧＳ）为研究
对象，从集合论的角度建立不同层次六边形格网
和三角形格网之间的递推关系，借助三角形单元
顶点建立六边形单元层次关系并据此设计单元索

引算法，通过对比试验验证该方法的效率。

３　ＯＡ４ＨＤＧＧＳ的数学描述

从集合论的角度思考，格网系统是一系列不
同分辨率格网的集合，也是一些单元的集合。尽
管直接描述ＯＡ４ＨＤＧＧＳ有难度，但是六边形可
以分解为三角形，能够建立三角形格网集合之间
的关联就相当于建立了六边形格网集合之间的关

联，这是描述ＯＡ４ＨＤＧＧＳ的基本思想。为简化
表达，下文出现的符号及其约定见表１。

表１　符号约定

Ｔａｂ．１　Ｔｈｅ　ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｉｇｎｓ

格网操作 单元操作 说　明

Ｖ（·） υ（·） 取格网（单元）顶点

Ｅ（·） ε（·） 取格网（单元）的边

Ｃ（·） θ（·） 取格网（单元）中心

Ｍ（·） μ（·） 取格网（单元）各边中点

Ｊ（·） τ（·） 连接格网（单元）相邻边的中点

Ｒ（·） ρ（·） 连接格网（单元）的中心和各边中点

Ｄ（·） 对格网进行对偶操作

Ｓ（·） 对格网进行中心剖分

设正八面体中心和单位球（半径为１）球心均
在Ｒ３ 的原点，在正八面体表面或球面取顶点坐
标为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）的三角形单元ｔ的中心，即

θ（ｔ）＝

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３
｜ｘ１＋ｘ２＋ｘ３｜ ｔ在球面

１
３
（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３）ｔ

烅

烄

烆
在八面体表面

（１）

取三角形格网Ｔ 中所有单元的中心构成一
个集合，记为Ｃ（Ｔ）＝｛θ（ｔ）｜ｔ∈Ｔ｝。
在正八面体表面或球面，取顶点坐标为（ｘ１，

ｘ２，…，ｘ６）的六边形单元ｈ的中心，即

θ（ｈ）＝

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘ６
｜ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘ６｜ ｈ在球面

１
６
（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘ６） ｈ

烅

烄

烆
在八面体表面

（２）

ｈ边的集合记为ε（ｈ），取任意一边ｅ（ｘｉ，

ｘｉ＋１）（ｉ＝１，２，…，５）的中点，记为

６８７



第６期 贲　进，等：孔径为４的全球六边形格网系统索引方法

μ（ｅ）＝

ｘｉ＋ｘｉ＋１
｜ｘｉ＋ｘｉ＋１｜ ｅ在球面

１
２
（ｘｉ＋ｘｉ＋１）ｅ

烅

烄

烆
在八面体表面

（ｅ∈ε（ｈ））

（３）
相邻各边中点连线构成的集合记为τ（ｈ），即

τ（ｈ）＝｛ｌ［μ（ｅｉ），μ（ｅｉ＋１）］｜ｅｉ∈ｈ，ｅｉ＋１∈ｈ｝，

ｌ［μ（ｅｉ），μ（ｅｉ＋１）］表示端点为μ（ｅｉ）、μ（ｅｉ＋１）的线
段，下同。

ｈ中心和各边中点的连线构成的集合记为

ρ（ｈ），即ρ（ｈ）＝｛ｌ［θ（ｈ），μ（ｅｉ）］｜ｅｉ∈ｈ｝。取六边
形格网Ｈ 中所有单元边的中点构成一个集合，记
为Ｍ（Ｈ）＝｛μ（ｈ）｜ｈ∈Ｈ｝。连接Ｈ 中所有单元
边的中点构成一个集合，记为Ｊ（Ｈ）＝｛τ（ｈ）｜ｈ∈
Ｈ｝。连接Ｈ 中所有单元的中心和边的中点构成
一个集合，记为Ｒ（Ｈ）＝｛ρ（ｈ）｜ｈ∈Ｈ｝。为了建
立三角形格网Ｔ 和六边形格网Ｈ 之间的关联，
定义如下操作，如图３。

图３　格网上的操作示意图

Ｆｉｇ．３　Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ　ｏｎ　ｇｒｉｄｓ

（１）对偶。对偶操作Ｄ（Ｔ）的顶点集合Ｖ［Ｄ
（Ｔ）］＝Ｃ（Ｔ），当且仅当Ｔ 中对应单元共用一条
边时，Ｄ（Ｔ）中两个顶点之间有边连接。

（２）中心剖分。中心剖分Ｓ（Ｈ）的顶点集合
记为Ｖ［Ｓ（Ｈ）］＝Ｃ（Ｈ）∪Ｍ（Ｈ），Ｓ（Ｈ）边的集合

Ｅ［Ｓ（Ｈ）］＝Ｒ（Ｈ）∪Ｊ（Ｈ）。
在球面或八面体表面定义集合序列（Ｔｎ，Ｈｎ）

（前４层如图４）：Ｔ０ 是位于Ｒ３ 原点的正八面体
或其在球面上的映射；格网集合序列递归定义为

Ｈｎ＝Ｄ（Ｔｎ）

Ｔｎ＋１＝Ｓ（Ｈｎ ｝） （４）

式中，Ｈｎ 即ＯＡ４ＨＤＧＧＳ，ｎ≥１是剖分层次。
采用数学归纳法不难证明如下结论：① 三角

形格网Ｔｎ 共有２×９×４ｎ 个单元；② 格网Ｈｎ 中

共９×４ｎ－４有个六边形单元，顶点处共有６个四

边形单元；③Ｔｎ 的顶点集合Ｖｎ∶＝Ｖ（Ｔｎ）严格

满足Ｖ０Ｖ１Ｖ２…Ｖｎ；④ Ｈｎ 的中心集合

Ｃｎ∶＝Ｃ（Ｈｎ）严格满足Ｈ０Ｈ１Ｈ２…Ｈｎ；

⑤ｈ∈Ｈｎ 与Ｈｎ＋１中７个单元相交，其中有１个
中心子单元，６个邻近子单元；⑥ｈ∈Ｈｎ 与Ｈｎ－１

中１个或２个单元相交，当ｈ是中心子单元时是

１个单元，当ｈ是邻近子单元时是２个单元，这些

ｎ－１层上的单元称为ｈ的父单元。

图４　（Ｔｎ，Ｈｎ）在单个三角面上的示意图

Ｆｉｇ．４　（Ｔｎ，Ｈｎ）ｏｎ　ａ　ｓｉｎｇｌｅ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｆａｃｅ

４　ＯＡ４ＨＤＧＧＳ的单元索引算法

设ｔ∈Ｔ０ 的顶点位于Ｒ３ 中（±１，０，０）、（０，

±１，０）、（０，０，±１），ｈ∈Ｈｎ 的笛卡儿坐标不是整
数，这给单元快速索引造成不便。为了解决这一
问题，建立三轴格网坐标系，其单元坐标ｈ（ａ，ｂ，

ｃ）均为整数（图５）。在三轴格网坐标系下，Ｈｎ 满
足如下定理（具体证明与文献［８］类似，本文不再
赘述）。

图５　坐标系的定义

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｓｙｓｔｅｍｓ

定理１：ｈ∈Ｈｎ 中心（ｔ∈Ｔｎ 顶点）的格网坐标

满足Ｃｎ∶＝Ｃ（Ｈｎ）＝｛ １
３·２ｎ－１

（ａ，ｂ，ｃ）｜｜ａ｜＋｜ｂ｜＋

｜ｃ｜＝３·２ｎ－１，ａ，ｂ，ｃ∈Ｚ｝， １
３·２ｎ－１

（ａ，ｂ，ｃ）是ｈ在

Ｒ３ 中的坐标。
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Ｄｅｃｅｍｂｅｒ　２０１１　Ｖｏｌ．４０　Ｎｏ．６　ＡＧＣＳ　 ｈｔｔｐ：∥ｘｂ．ｓｉｎｏｍａｐｓ．ｃｏｍ

例如，ｈ（２，２，２）∈Ｈ２ 满足２＋２＋２＝３×

２２－１＝６，其笛卡儿坐标ｈ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（１３
，１
３
，１
３
）。

该定理不仅建立了格网坐标系和笛卡儿坐标

系之间的联系，而且也说明（ａ，ｂ，ｃ）与Ｈｎ 的单元
一一对应。

定理２：当且仅当Ｖｎ∶＝Ｖ（Ｔｎ）中两顶点

Ａ（ａ１，ａ２，ａ３）和Ｂ（ｂ１，ｂ２，ｂ３）满足｜ａｉ－ｂｉ｜≤１（ｉ＝
１，２，３）时，Ａ、Ｂ两点之间有边相连。
例如，对Ａ（２，２，２）∈Ｔ２ 满足定理２的顶点

有：Ｂ１（１，３，２）、Ｂ２（１，２，３）、Ｂ３（２，１，３）、Ｂ４（３，１，

２）、Ｂ５（３，２，１）、Ｂ６（２，３，１），它们在Ｔ２ 中和Ａ均
有边相连。

再如，对Ａ（０，０，６）∈Ｔ２ 满足定理２的顶点
有：Ｂ１（１，０，５）、Ｂ２（０，１，５）、Ｂ３（－１，０，５）、Ｂ４（０，

－１，５），它们在Ｔ２ 中和Ａ均有边相连。
该定理表明Ｈｎ 中一个六边形单元有６个邻

近单元，一个四边形单元（位于八面体的６个顶点
上）有４个邻近单元。

定理３：ｈＡ （ａ１，ａ２，ａ３）∈Ｈｎ 的邻近单元

ｈＢ（ｂ１，ｂ２，ｂ３）可表示为｜ａｉ－ｂｉ｜≤１（ｉ＝１，２，３）。
例如，ｈＡ（２，２，２）∈Ｈ２ 的邻近单元是：ｈＢ１（１，

３，２）、ｈＢ２（１，２，３）、ｈＢ３（２，１，３）、ｈＢ４（３，１，２）、

ｈＢ５（３，２，１）、ｈＢ６（２，３，１），其格网坐标满足定理３。
因为Ｔｎ 的顶点即Ｈｎ 的单元中心，所以定理

３与定理２等价。

定理４：ｈ（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｈｎ 在Ｈｎ＋１上的中心子

单元是ｈ′（２ａ，２ｂ，２ｃ），当且仅当ａ、ｂ、ｃ同为偶数
时，ｈ（ａ，ｂ，ｃ）是中心子单元，其在 Ｈｎ－１上的父单

元是ｈ（ａ２
，ｂ
２
，ｃ
２
）。

例如，ｈ（２，２，２）∈Ｈ２ 在Ｈ３ 上的中心子单元

是ｈ′（４，４，４），ｈ是ｈ（１，１，１）∈Ｈ１ 的中心子单
元，满足定理４。
该定理描述了中心子单元的层次关系。

定理５：设ｈ（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｈｎ 是邻近子单元，则

ｈ有２个邻近单元ｈ′（ｄ，ｅ，ｆ）的格网坐标全是偶

数，ｈ在Ｈｎ－１上父单元是ｈ（ｄ２
，ｅ
２
，ｆ
２
）。

例如，ｈ（１，３，２）∈Ｈ２ 是邻近子单元，根据定
理３，ｈ的邻近单元是：ｈ１（０，４，２）、ｈ２（０，３，３）、

ｈ３（１，２，３）、ｈ４（２，２，２）、ｈ５（２，３，１）、ｈ６（１，４，１），其
中ｈ１ 和ｈ４ 两个单元的格网坐标全是偶数，ｈ在

Ｈ１ 上有ｈ１（１，１，１）和ｈ２（０，２，１）２个父单元。满

足定理５。
该定理描述了邻近子单元的层次关系。
一般来说，离散全球格网上的基本索引操作

包括：① 查找某一单元的邻近单元；② 查找某一
单元的子单元；③ 查找某一单元的父单元。在定
理１～５的支撑下，很容易设计出ＯＡ４ＨＤＧＧＳ上
的单元索引算法。根据定理３，可计算出ｈ（ａ，ｂ，

ｃ）∈Ｈｎ 的邻近单元；根据定理３和定理４，可计
算出ｈ（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｈｎ 在Ｈｎ＋１上的中心子单元和

邻近子单元；根据定理４和定理５，可计算出ｈ（ａ，

ｂ，ｃ）∈Ｈｎ 在Ｈｎ－１上的父单元。

在算法实现过程中，可采用“编码压缩”技术
以节省数据存储空间。在区间［－２ｍ－１，２ｍ－１）内
的任意整数都可以用ｍ 个二进制位表示。对于

ｈ（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｈｎ，因为ａ、ｂ、ｃ≤３×２ｎ－１，所以每个
坐标需要用ｎ＋１个二进制位记录。又根据定理

１，ｃ＝±（３×２ｎ－１－｜ａ｜－｜ｂ｜），因此在准确记录

ａ、ｂ的前提下，只需再用一个二进制位记录ｃ的
正负即可。这样共需２ｎ＋３个二进制位对Ｈｎ 中
的单元进行编码。在３２位 Ｗｉｎｄｏｗｓ　ＸＰ操作系
统上，如果直接采用内置的ｉｎｔ６４整数类型，能够
支持３０层格网的编码，此时单元分辨率已达到毫
米级，对于地球空间信息的表达和处理已足够。
在上述索引算法中，邻近单元查找只涉及整

数（二进制数）的自加、自减运算，在计算机中的执
行效率较高。父（子）单元查找也只涉及整数（二
进制数）的２倍数运算，可通过位运算实现，执行
效率更高。

５　对比试验与分析

为了验证上述索引算法的可行性和优越性，

将其与文献［８］提出的基于ＢＴ的索引算法进行
对比。

第一组试验首先在正八面体第一卦限的三角

面上进行指定层次（５～１８）、孔径为３的六边形剖
分，包括三角面边界和顶点上的单元，第ｎ层格网

上的单元数目是：１
１６
（－３ｎ４＋１２ｎ３－３０ｎ２＋３６ｎ＋

１２×３ｎ－１９）（ｎ是奇数）；１２
（３

ｎ
２ ＋１）（３

ｎ
２ ＋１）（ｎ

是偶数）。然后采用ＢＴ算法查找该层次上每个
单元的邻近单元、子单元和父单元，统计平均执行
效率。ＢＴ的转换及运算采用文献［１１］中的算法
实现。
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第二组试验在同一三角面上进行指定层次（５～
１８）、孔径为４的六边形剖分，包括三角面边界和

顶点上的单元，第ｎ层格网上的单元数目是：１１８
（３·２ｎ＋２）（３·２ｎ＋４）。然后采用本文的索引算
法进行查找并统计平均执行效率。
所有程序均在 Ｗｉｎｄｏｗｓ　ＸＰ　ＳＰ３系统上采用

Ｖｉｓｕａｌ　Ｃ＋＋２００８ＳＰ１编译成Ｒｅｌｅａｓｅ版本后在
一台 兼 容 机 （处 理 器 Ｉｎｔｅｌ　Ｐｅｎｔｉｕｍ　Ｄｕａｌ
３．０ＧＨｚ；内存１．０ＧＢ　ＤＤＲ２－６６７ＳＤＲＡＭ）上运
行，结果如表２、图６、图７所示。

通过以上对比试验不难发现，本文的索引算
法与ＢＴ算法相比具有明显优势：首先，执行效率
非常高，平均约是ＢＴ算法的６００倍（表２）；其次，
执行效率稳定（图６），而ＢＴ算法的效率随格网层
次的增加急剧下降（图７）。
造成以上现象的根本原因在于本文索引算法

可以完全采用加减、移位等执行效率极高的基本
操作实现，而在计算机中没有与ＢＴ对应的数据
类型，只能通过数组、结构等模拟其运算，导致

ＢＴ索引算法效率较低。

表２　试验结果（１０层～１８层）

Ｔａｂ．２　Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ（ｌｅｖｅｌ　１０～ｌｅｖｅｌ　１８）

算法执行效率 剖分层次 １０　 １１　 １２　 １３　 １４　 １５　 １６　 １７　 １８

临近单元查找
本文算法 ４２４　８５７．３　４２３　９４７．７　４２５　４９７．６　４２４　７００．０　４２４　８２７．３　４２５　０３４．６　４２５　８５３．７　４２５　８１２．９　４２７　０８９．３
ＢＴ算法 １０６．６　 ８７．３　 ９０．１　 ７８．７　 ７９．０　 ６７．９　 ６８．１　 ６０．９　 ６１．５

中心子单元查找
本文算法 ４２０　１７５．３　４２４　５５７．４　４２７　１３３．８　４２４　６７６．１　４２６　７１２．０　４２５　７１５．６　４２５　９５０．８　４２５　５１２．９　４２６　９７８．５
ＢＴ算法 ６４９．６　 ５６０．１　 ５５８．２　 ４９３．２　 ４８５．０　 ４３７．４　 ４２７．７　 ３９３．４　 ３８７．７

父单元查找
本文算法 ４２４　４６２．５　４２５　３２６．３　４２４　６４６．０　４２５　４４１．７　４２６　８９２．９　４２５　７３８．６　４２６　５１４．８　４２５　８０３．５　４２５　６５７．３
ＢＴ算法 ６６５．４　 ５５８．２　 ５６２．３　 ４８３．５　 ４９４．４　 ４３１．９　 ４３８．８　 ３８５．５　 ３９４．３

图６　本文算法的效率曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ　ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　ｏｕｒ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

图７　ＢＴ算法的效率曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅ　ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ　ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　ＢＴ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

６　结　论

采用编码代替浮点数进行运算是全球离散格

网数据模型的特色之一，因此单元编码方案和对
应索引算法的设计非常重要。基于正八面体的、
孔径为４的六边形离散全球格网的几何性质，提
出一种索引方法。与现有成果相比，这种编码索
引方案的优点体现在：① 采用集合论描述格网剖
分，理论基础严密，表达形式简洁；② 建立了三角
格网和六边形格网之间的关联，便于格网的三角
化显示；③ 单元编码与其空间坐标的对应关系简
单，转换方便；④ 单元层次、邻近关系明确，索引
算法简单高效。
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