
　　
第４０卷　第６期 测　绘　学　报 Ｖｏｌ．４０，Ｎｏ．６
　２０１１年１２月 Ａｃｔａ　Ｇｅｏｄａｅｔｉｃａ　ｅｔ　Ｃａｒｔｏｇｒａｐｈｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ　 Ｄｅｃ．，２０１１

文章编号：１００１－１５９５（２０１１）０６－０７３０－０６

利用垂线偏差计算大地水准面中央区效应的改进方法
李厚朴１，２，边少锋１，３

１．海军工程大学 导航工程系，湖北 武汉４３００３３；２．海岛（礁）测绘技术国家测绘地理信息局重点实验室，山东 青岛

２６６５１０；３．中国科学院 测量与地球物理研究所，湖北 武汉４３００７７

Ｔｈｅ　Ｉｍｐｒｏｖｅｄ　Ｍｅｔｈｏｄ　ｏｆ　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ　ｔｈｅ　Ｇｅｏｉｄ　Ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　Ａｒｅａ　Ｅｆｆｅｃｔｓ　Ｕｓｉｎｇ　Ｄｅｆｌｅｃ－
ｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｖｅｒｔｉｃａｌ
ＬＩ　Ｈｏｕｐｕ１，２，ＢＩＡＮ　Ｓｈａｏｆｅｎｇ１，３

１．Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ　ｏｆ　Ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ，Ｎａｖａｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，Ｗｕｈａｎ４３００３３，Ｃｈｉｎａ；２．Ｋｅｙ　Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ　ｏｆ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ　ａｎｄ　Ｍａｐｐｉｎｇ

Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ　ｏｎ　Ｉｓｌａｎｄ　ａｎｄ　Ｒｅｅｆ，Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ，Ｍａｐｐｉｎｇ　ａｎｄ　Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，Ｑｉｎｇｄａｏ　２６６５１０，Ｃｈｉｎａ；

３．Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ　ｏｆ　Ｇｅｏｄｅｓｙ　ａｎｄ　Ｇｅｏｐｈｙｓｉｃｓ，Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｗｕｈａｎ　４３００７７，Ｃｈｉｎａ

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ｏｒｄｅｒ　ｔｏ　ｉｍｐｒｏｖｅ　ｔｈｅ　ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ａｒｅａ　ｅｆｆｅｃｔｓ　ｉｎ　ｇｅｏｉｄ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｕｓｉｎｇ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ

ｖｅｒｔｉｃａｌ，ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　ｏｆ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｗｅｒｅ　ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ　ａｓ　ｄｏｕｂｌｅ　ｑｕａｄｒａｔｉｃ　ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ　ｒｅｇａｒｄｉｎｇ　ｔｈｅ

ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ａｒｅａ　ａｓ　ａ　ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ　ｏｎｅ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｏｒｍｕｌａｅ　ｔｏ　ｃａｌｃｕｌａｔｅ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ａｒｅａ　ｅｆｆｅｃｔｓ　ｗｅｒｅ　ｄｅｒｉｖｅｄ　ａｆｔｅｒ

ｔｈｅ　ｎｏｎ－ｓｉｎｇｕｌａｒ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｗａｓ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．Ｔｈｅ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ

ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｓｈｏｗｓ　ｔｈａｔ　ｅｒｒｏｒｓ　ｏｆ　ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ　ｆｏｒｍｕｌａｅ　ｄｅｐｅｎｄ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｌａｔｉｔｕｄｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｈａｎｇｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｏｒｔｈ－
ｓｏｕｔｈ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｍｅｒｉｄｉａｎ　ｔｏ　ｔｈａｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｗｅｓｔ－ｅａｓｔ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｐａｒａｌｌｅｌ．Ａ

ｐｒａｃｔｉｃａｌ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｗａｓ　ｄｏｎｅ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄａｔａ　ｗｉｔｈ　ａ　ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　２′×２′ｉｎ　ａ　ｍｉｄｄｌｅ　ｌａｔｉ－
ｔｕｄｅ　ａｒｅａ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｉｎｄｉｃａｔｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｍａｘｉｍａｌ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ａｒｅａ　ｅｆｆｅｃｔｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ

ａｎｄ　ｔｈｉｓ　ｆｏｒｍｕｌａｅ　ａｒｅ　ｓｅｖｅｒａｌ　ｃｅｎｔｉｍｅｔｅｒｓ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ａｒｅａ　ｉｓ　ｏｎｌｙ　ａｇｒｉｄ　ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ　ｔｈｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔ．Ｔｈｅ

ｆｏｒｍｕｌａｅ　ｃｏｕｌｄ　ｐｒｏｖｉｄｅ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｂａｓｉｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｅｏｉｄ　ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ａｒｅａ　ｅｆｆｅｃｔｓ　ｗｉｔｈ　ｈｉｇｈ　ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｓａｔｅｌｌｉｔｅ　ａｌｔｉｍｅｔｒｙ；Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ　ｆｏｒｍｕｌａ；ｎｏｎ－ｓｉｎｇｕｌａｒ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ；ｇｅｏｉｄ；ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ａｒｅａ　ｅｆｆｅｃｔｓ

摘　要：为提高利用垂线偏差计算大地水准面中央区效应的精度，视中央区为矩形域，将垂线偏差分量表示成双二次多

项式插值形式，引入非奇异变换，推导出中央区效应的计算公式。垂线偏差理论模型下的分析表明传统公式的误差与纬

度以及垂线偏差子午分量沿经线方向的变化与卯酉分量沿纬线方向的变化之间的比值有关；以中纬度某区域分辨率为

２′×２′的垂线偏差数据为背景场进行实际计算，结果表明当中央区为计算点所在的１个网格时，传统公式与该公式计算

得到的中央区效应差值的最大值达数厘米。该公式可为大地水准面中央区效应的高精度计算提供理论依据。

关键词：卫星测高；Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ公式；非奇异变换；大地水准面；中央区效应

中图分类号：Ｐ２２３　　　　文献标识码：Ａ
基金项目：国家自然科学基金（４０７７４００２；４０９０４０１８；４１０７１２９５）；海岛（礁）测绘技术国家测绘地理信息局重点实验室开

放研究基金（２０１０Ｂ０４）；海军工程大学自然科学基金（ＨＧＤＹＤＪＪ００９）

１　引　言

大地水准面表征地球的基本几何和物理特性，

是对定义和建立地理坐标系统起基准作用的一个

曲面［１］。高精度高分辨率局部或区域大地水准面
为测绘学、地球物理、地球动力学及海洋学等地球
科学的研究和应用提供基础地球空间信息［２－３］。

海域大地水准面的研究和计算是建立大地水

准面模型必须解决的问题。卫星测高技术的出现
使人们可以在全球范围内以较高的精度和分辨率

观测海面高。根据丰富的海面高观测值可以计算

出密集的垂线偏差，并且这一过程可以消除地理
位置相关的径向轨道误差以及长波海面地形等类

似系统误差。因此，利用垂线偏差计算大地水准
面的 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ公式备受关注，尤其是与快速

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换算法相结合，在大地水准面计算中得
到广泛应用［４－１０］。

实际计算中，计算点及其附近区域（中央区）

到计算点的理论距离接近于零，导致 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ
公式中的积分奇异。由于卫星测高数据分辨率的
原因，中央区实际上是一个数平方千米乃至数十
平方千米的区域，它对大地水准面的贡献不能不
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加考虑地忽略。为此，文献［８］将中央区视为圆
域，推导出中央区效应的计算公式。然而，实际计
算所用数据通常为网格化分布，由于子午线收敛
的影响，中央区更近似于矩形域，因此，将中央区
视为圆域的处理方法与数据真实分布情况并不相

符，由此产生的误差在高精度大地水准面计算中能
否被忽略值得深入研究。有鉴于此，本文将中央区
视为矩形域，引入非奇异变换［１１－１４］，推导出大地水
准面中央区效应的精密计算公式，并对导出公式和
传统公式在实际计算中存在的差异进行分析比较。

２　Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ公式及其平面近似形式

根据文献［６］，直接写出 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ公式

Ｎ ＝－Ｒ４π
σ

（ξＱｃｏｓαＱＰ ＋ηＱｓｉｎαＱＰ）ｃｏｔ
ψＰＱ
２ｄσ

（１）

式中，Ｎ 为大地水准面高；Ｒ＝６　３７１ｋｍ为地球平
均半径；αＱＰ代表流动点Ｑ 至计算点Ｐ 的方位角；

ψＰＱ为Ｐ、Ｑ之间的球面距离；ξＱ 和ηＱ 分别代表流
动点Ｑ 处的垂线偏差在子午圈方向和卯酉圈方
向上的分量。

图１　局部坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｏｃａｌ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｓｙｓｔｅｍ

为对中央区进行计算，首先定义以计算点Ｐ
为原点的局部切平面直角坐标系，如图１所示。

ｘ轴指向北极，ｙ轴指向东且ｘｙ平面过Ｐ 点与地
球表面相切，Ｑ（ｘ，ｙ）为中央区内流动的积分点，ｌ
为计 算 点 与 流 动 点 的 平 面 距 离，且 有ｌ＝

ｘ２＋ｙ槡 ２。由图１可知

ｃｏｓαＱＰ＝－
ｘ
ｌ

ｓｉｎαＱＰ＝－
ｙ烍

烌

烎ｌ

（２）

当积分区域比较小时，球面角距ψＰＱ≈
ｌ
Ｒ
。

将式（２）代入式（１），并顾及ｃｏｔψＰＱ２ ≈
２
ψＰＱ
≈２Ｒｌ
和

Ｒ２ｄσ＝ｄｘｄｙ，整理后可得 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ公式的平

面近似形式为

Ｎ ＝ １２π
σ

ξＱｘ＋ηＱｙ
ｘ２＋ｙ２

ｄｘｄｙ （３）

３　中央区效应的精密计算

为得到中央区为矩形域时的大地水准面计算

公式，需要解决式（３）中的奇异积分计算问题。奇
异积分的计算一直是地球物理学中的一个难点问

题，制约着重力场泛函的计算精度。文献［１１］提出
一组“非奇异变换”，系统地解决了物理大地测量中
高程异常、垂线偏差、地形改正以及重力异常梯度
等泛函的中央区计算问题［１１－１４］。这组“非奇异变
换”不仅可使中央区直接数值积分，而且可简化有
关的解析推导，值得推广应用。为此，本文首先将
中央区垂线偏差分量表示为双二次多项式插值形

式，之后利用“非奇异变换”对式（３）中的奇异积分
进行了处理，推导出大地水准面中央区效应的精密
计算公式。

３．１　中央区垂线偏差分量双二次多项式插值表示
如图２所示，设中央区为σ：［－ａ＜ｘ＜ａ，－ｂ＜

ｙ＜ｂ］，其中ａ＝１，ｂ＝ｃｏｓφ。中央区共包含４个
网格单元，９个网格节点。为充分反映中央区内
垂线偏差的变化细节，同时为提高计算精度，将垂
线偏差子午分量ξＱ、卯酉分量ηＱ 表示成双二次多
项式插值形式

ξＱ ＝ξ（ｘ，ｙ）＝∑
２

ｉ＝０
∑
２

ｊ＝０
αｉｊｘｉｙｊ ＝∑

２

ｉ＝０
ｘｉ∑

２

ｊ＝０
αｉｊｙｊ

（４）

ηＱ ＝η（ｘ，ｙ）＝∑
２

ｉ＝０
∑
２

ｊ＝０
βｉｊｘ

ｉｙｊ ＝∑
２

ｉ＝０
ｘｉ∑

２

ｊ＝０
βｉｊｙｊ

（５）

图２　垂线偏差双二次多项式插值表示时的中央区示

意图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ａｒｅａ　ｗｈｅｎ　ｃｏｍ－

ｐｏｎｅｎｔｓ　ｏｆ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ａｒｅ　ｅｘ－

ｐｒｅｓｓｅｄ　ａｓ　ｄｏｕｂｌｅ　ｑｕａｄｒａｔｉｃ　ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

１３７
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为确定出待定系数αｉｊ和βｉｊ，将式（４）和式（５）
改写为

ξ（ｘ，ｙ）＝∑
２

ｉ＝０
ｘｉ∑

２

ｊ＝０
ｃｉｊ（ｙ／ｃｏｓφ）ｊ ＝

［１　ｘ　ｘ２］
ｃ００ ｃ０１ ｃ０２
ｃ１０ ｃ１１ ｃ１２
ｃ２０ ｃ２１ ｃ

熿

燀

燄

燅２２

１

ｙ／ｃｏｓφ
ｙ２／ｃｏｓ２

熿

燀

燄

燅φ
（６）

η（ｘ，ｙ）＝∑
２

ｉ＝０
ｘｉ∑

２

ｊ＝０
ｄｉｊ（ｙ／ｃｏｓφ）ｊ ＝

［１　ｘ　ｘ２］
ｄ００ ｄ０１ ｄ０２
ｄ１０ ｄ１１ ｄ１２
ｄ２０ ｄ２１ ｄ

熿

燀

燄

燅２２

１

ｙ／ｃｏｓφ
ｙ２／ｃｏｓ２

熿

燀

燄

燅φ
（７）

则有

αｉｊ＝ｃｉｊ（１／ｃｏｓφ）ｊ （８）

βｉｊ＝ｄｉｊ（１／ｃｏｓφ）ｊ （９）

将图２中网格节点处的垂线偏差子午分量ξｉｊ＝

ξ（ｉ，ｊｃｏｓφ）和卯酉分量ηｉｊ＝η（ｉ，ｊｃｏｓφ）（ｉ，ｊ＝
－１，０，１）作为插值条件代入式（６）和式（７），可得

　
１ －１　１
１　 ０　 ０
熿

燀

燄

燅１　 １　 １

ｃ００ ｃ０１ ｃ０２
ｃ１０ ｃ１１ ｃ１２
ｃ２０ ｃ２１ ｃ

熿

燀

燄

燅２２

１　 １　１
－１　０　１
熿

燀

燄

燅１　 ０　１
＝

　　
ξ－１－１ ξ－１０ ξ－１１

ξ０－１ ξ００ ξ０１

ξ１－１ ξ１０ ξ

熿

燀

燄

燅１１

（１０）

　
１ －１　１
１　 ０　 ０
熿

燀

燄

燅１　 １　 １

ｄ００ ｄ０１ ｄ０２
ｄ１０ ｄ１１ ｄ１２
ｄ２０ ｄ２１ ｄ

熿

燀

燄

燅２２

１　 １　１
－１　０　１
熿

燀

燄

燅１　 ０　１
＝

　　
η－１－１ η－１０ η－１１

η０－１ η００ η０１

η１－１ η１０ η

熿

燀

燄

燅１１

（１１）

以上两式可以简化为

ＡｃｉｊＡＴ＝ξｉｊ （１２）

ＡｄｉｊＡＴ＝ηｉｊ （１３）

式中

Ａ＝
１ －１　１
１　 ０　 ０
熿

燀

燄

燅１　 １　 １

（１４）

因此

ｃｉｊ＝Ａ－１
ξｉｊ（Ａ

－１）Ｔ （１５）

ｄｉｊ＝Ａ－１
ηｉｊ（Ａ

－１）Ｔ （１６）

将式（１５）和式（１６）分别代入式（８）和式（９）即可确

定出待定系数αｉｊ和βｉｊ。

３．２　中央区效应的精密计算公式
为推导方便，记式（３）中的奇异积分为

ＩＭ ＝
σ

ξＱｘ＋ηＱｙ
ｘ２＋ｙ２

ｄｘｄｙ＝ＩＭξ＋ＩＭη（１７）

式中

ＩＭξ＝
σ

ξＱｘ
ｘ２＋ｙ２

ｄｘｄｙ （１８）

ＩＭη ＝
σ

ηＱｙ
ｘ２＋ｙ２

ｄｘｄｙ （１９）

将式（４）和式（５）分别代入式（１８）和式（１９），
考虑到奇偶函数的积分性质，可得

ＩＭξ＝
σ

（α１０＋α１２ｙ２）ｘ２

ｘ２＋ｙ２
ｄｘｄｙ （２０）

ＩＭη ＝
σ

（β０１＋β２１ｘ
２）ｙ２

ｘ２＋ｙ２
ｄｘｄｙ （２１）

由计算点Ｐ 向右上顶点作连线分右上象限
为σ１：［０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜ｂｘ］和σ２：［０＜ｘ＜ｂ－１　ｙ，

０＜ｙ＜ｂ］，如图 ２ 所示。对σ１ 引入非奇异
变换［１１－１４］

ｘ＝ｘ

ｙ＝ 烍
烌

烎ｋｘ
（２２）

对σ２ 引入非奇异变换［１１－１４］

ｘ＝λｙ

ｙ＝ 烍
烌

烎ｙ
（２３）

则三角形σ１ 映射为矩形σ′１：［０＜ｘ＜１，０＜ｋ＜ｂ］，
三角形σ２ 映射为矩形σ′２：［０＜λ＜ｂ－１，０＜ｙ＜ｂ］。
将式 （２２）和式 （２３）分别代入式 （２０）和

式（２１），并注意到两式中的被积函数均为偶函数，
可得

ＩＭξ＝４
σ１

（α１０＋α１２ｙ２）ｘ２

ｘ２＋ｙ２
ｄｘｄｙ＋

４
σ２

（α１０＋α１２ｙ２）ｘ２

ｘ２＋ｙ２
ｄｘｄｙ＝

４∫
ｂ

０∫
１

０

α１０ｘ＋α１２ｋ２　ｘ３

１＋ｋ２
ｄｘｄｋ＋

４∫
ｂ－１

０∫
ｂ

０

（α１０ｙ＋α１２ｙ３）λ２

１＋λ２
ｄｙｄλ＝

４∫
ｂ

０

１
２α１０＋

１
４α１２ｋ

２

１＋ｋ２
ｄｋ＋

４ｂ２（１２α１０＋
１
４α１２ｂ

２）∫
ｂ－１

０

λ２
１＋λ２

ｄλ （２４）

ＩＭη ＝４
σ１

（β０１＋β２１ｘ
２）ｙ２

ｘ２＋ｙ２
ｄｘｄｙ＋
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４
σ２

（β０１＋β２１ｘ
２）ｙ２

ｘ２＋ｙ２
ｄｘｄｙ＝

４∫
ｂ

０∫
１

０

（β０１ｘ＋β２１ｘ
３）ｋ２

１＋ｋ２
ｄｘｄｋ＋

４∫
ｂ－１

０∫
ｂ

０

β０１ｙ＋β２１λ
２　ｙ３

１＋λ２
ｄｙｄλ＝

４（１２β０１＋
１
４β２１

）∫
ｂ

０

ｋ２
１＋ｋ２

ｄｋ＋

４ｂ２∫
ｂ－１

０

１
２β０１＋

１
４ｂ

２
β２１λ

２

１＋λ２
ｄλ （２５）

具体的积分值可在计算机代数系统 Ｍａｔｈｅ－
ｍａｔｉｃａ［１５］下求得

ＩＭξ＝２α１０ａｒｃｔａｎ　ｂ＋α１２（ｂ－ａｒｃｔａｎ　ｂ）＋
ｂ（２α１０＋ｂ２α１２）（１－ｂａｒｃｔａｎ　ｂ－１） （２６）

ＩＭη＝２ｂβ０１＋（２β０１＋β２１）（ｂ－ａｒｃｔａｎ　ｂ）＋
ｂ（－２β１０＋ｂ

２
β１２）（１－ｂａｒｃｔａｎ　ｂ

－１）（２７）
因此，本文方法确定出的式（３）中的奇异积分为

　ＩＭ＝２α１０ａｒｃｔａｎ　ｂ＋ｂβ（ ）０１ ＋（α１２＋２β０１＋β２１）
（ｂ－ａｒｃｔａｎ　ｂ）＋ｂ（２（α１０－β０１）＋
ｂ２（α１２＋β２１））（１－ｂａｒｃｔａｎ　ｂ

－１） （２８）
考虑到一般情况下ａ非单位长度，ＩＭ 含长

度量纲需乘以ａ，将式（２８）代入式（３），可得中央
区包含四个网格时，垂线偏差双二次多项式插值
表示下大地水准面中央区效应的计算公式为

Ｎ１＝ａ２π
（２（α１０ａｒｃｔａｎ　ｂ＋ｂβ０１）＋（α１２＋２β０１＋β２１）

（ｂ－ａｒｃｔａｎ　ｂ）＋ｂ（２（α１０－β０１）＋
ｂ２（α１２＋β２１））（１－ｂａｒｃｔａｎ　ｂ

－１）） （２９）

若将中央区取为Ｐ 点所在的１个网格σ′：

［－１２＜ｘ＜
１
２
，－１２ｂ＜ｙ＜

１
２ｂ
］，则大地水准面

中央区效应可采用类似方法确定，略去具体的运
算步骤，可得相应的计算公式为

Ｎ２＝ａ２π
（１
２
（α１０ａｒｃｔａｎ　ｂ＋ｂβ０１）＋（

１
１６α１２＋

１
２β０１＋

１
１６β２１

）（ｂ－ａｒｃｔａｎ　ｂ）＋ｂ（１２
（α１０－β０１）＋

１
１６ｂ

２（α１２＋β２１））（１－ｂａｒｃｔａｎ　ｂ
－１）） （３０）

４　算例分析

４．１　理论模型下的误差分析
为分析本文和文献［８］导出的大地水准面中

央区效应计算公式的误差，取中央区为σ：［－ａ＜
ｘ＜ａ，－ｂ＜ｙ＜ｂ］，其中ａ＝１，ｂ＝ｃｏｓφ，垂线偏差

分量取为如下二阶泰勒展开式

ξ（ｘ，ｙ）＝ξＰ＋ξｘｘ＋ξｙｙ＋
１
２！
（ξｘｘｘ

２＋２ξｘｙｘｙ＋ξｙｙｙ
２）

（３１）

η（ｘ，ｙ）＝ηＰ＋ηｘｘ＋ηｙｙ＋
１
２！
（ηｘｘｘ

２＋２ηｘｙｘｙ＋ηｙｙｙ
２）

（３２）
将式（３１）和式（３２）代入式（３），考虑到奇偶函

数的积分性质，可得大地水准面中央区效应为

Ｎ ＝ １２π
σ

ξｘｘ
２＋ηｙｙ

２

ｘ２＋ｙ２
ｄｘｄｙ＝

２
π∫

ｂ

０∫
１

０

ξｘｘ
２＋ηｙｙ

２

ｘ２＋ｙ２
ｄｘｄｙ （３３）

引入非奇异变换式（２２）和式（２３）后，式（３３）
变换为

　Ｎ ＝ ２π
（∫
１

０∫
ｂ

０

（ξｘ＋ｋ
２
ηｙ）ｘ

１＋ｋ２
ｄｋｄｘ＋

∫
ｂ

０∫
ｂ－１

０

（λ２ξｘ＋ηｙ）ｙ
１＋λ２

ｄλｄｙ）＝

１
π
（ｂ（ξｘ＋ηｙ）－ｂ

２（ξｘ－ηｙ）ａｒｃｃｏｔ　ｂ＋

（ξｘ－ηｙ）ａｒｃｔａｎ　ｂ） （３４）

Ｎ 即中央区包含４个网格时的大地水准面
中央区效应真值。将由式（８）和式（９）确定的系数

αｉｊ、βｉｊ代入式（２９），可得本文方法确定的大地水准
面中央区效应Ｎ１ 为

Ｎ１＝１π
（ｂ（ξｘ＋ηｙ）－（ξｘ－ηｙ）（ｂ

２ａｒｃｃｏｔ　ｂ－

ａｒｃｔａｎ　ｂ）） （３５）
可见该方法确定的Ｎ１ 与非奇异变换后的真值Ｎ
完全一致。
文献［８］确定的大地水准面中央区效应

ＮＨ 为

ＮＨ＝ｂπ
（ξｘ＋ηｙ） （３６）

相对误差βＨ 为

βＨ＝
ＮＨ－Ｎ
Ｎ ＝

（ｍ－１）（ｂ２ａｒｃｃｏｔ　ｂ－ａｒｃｔａｎｂ）
ｂ（ｍ＋１）－（ｍ－１）（ｂ２ａｒｃｃｏｔ　ｂ－ａｒｃｔａｎｂ）

（３７）

式中，ｍ＝ξｘ
ηｙ
。

不同纬度φ和比值ｍ 处相对误差βＨ 的具体
数值列于表１。为形象地描述βＨ 随φ、ｍ 的变化
情况，分别绘制出了ｍ＝－５、φ＝２０°时βＨ 的变化
曲线，如图３（ａ）、（ｂ）所示。

３３７



Ｄｅｃｅｍｂｅｒ　２０１１　Ｖｏｌ．４０　Ｎｏ．６　ＡＧＣＳ　 ｈｔｔｐ：∥ｘｂ．ｓｉｎｏｍａｐｓ．ｃｏｍ

表１　不同纬度φ和比值ｍ 处的相对误差βＨ
Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｅｒｒｏｒβＨａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｌａｔｉｔｕｄｅｓφａｎｄ　ｒａｔｉｏｓ　ｍ （％）

φ
／（°）

ｍ

－１０ －５ －１　 ０　 １　 ５　 １０

０ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００
２０ －４．１６ －５．０５ －１００　 ３．６８　 ０．００ －２．３１ －２．８２
４０ －１５．５６－１８．４４ －１００　１７．７６　 ０．００ －９．１３－１０．９８
６０ －３１．３６－３５．９２ －１００　５９．６７　 ０．００ －１９．９５－２３．４２
８０ －４７．７３－５２．８５ －１００　２９５．６０　０．００ －３３．２５－３７．９４

图３　相对误差βＨ 的变化示意图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｏｆβＨ

分析图３，并结合表１，可以发现：
（１）ｍ 为定值时，βＨ 是关于纬度φ 的偶函

数。ｍ＝１或φ＝０°时，式（３７）分子为零，βＨ＝０；

ｍ＝－１时除φ＝０°以外，βＨ＝－１。βＨ 不为定值
时其绝对值随纬度φ的升高而增大。

（２）φ 为 定 值 时，式 （３７）分 母 在 ｍ０ ＝
ｂ（ａｒｃｃｏｔ　ｂ－ａｒｃｔａｎ　ｂ）＋１
ｂ（ａｒｃｃｏｔ　ｂ－ａｒｃｔａｎ　ｂ）－１

（－２＜ｍ０≤－１）处为

零，βＨ 发生跳跃。当ｍ＜ｍ０ 时，βＨ 为负值，随ｍ
的增大而减小；当ｍ＞ｍ０ 时，βＨ 亦随ｍ 的增大而
减小，并由正值变为负值。

４．２　实际数据下的中央区效应分析
选定５２°Ｎ～５８°Ｎ，２°Ｗ～８°Ｗ 海域作为试算

区，由最新的ＥＧＭ２００８地球重力场模型［１６］计算
得到了该区域２′×２′分辨率的垂线偏差数据，分
别利用本文和文献［８］导出公式计算该区域的中
央区效应。记中央区为４′×４′即包含４个网格时
本文和文献［８］导出公式的计算结果分别为Ｎ１、

ＮＨ；中央区为计算点所在的１个网格时本文和文
献［８］导出公式的计算结果分别为Ｎ２、Ｎ′Ｈ。两
种方法计算结果之间的比较情况如表２所示。

表２　两种方法计算结果之间的比较

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒｍｏｓｔ　ｅｆｆｅｃｔｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ
ｔｈｅ　ｔｗｏ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ　 ｃｍ

大地水准面差值 最小值 最大值 平均值 均方差 标准差

ＮＨ－Ｎ１ －１７．２９２　１６．９４３　 ０．００１　 １．０３７　 １．０３７
Ｎ′Ｈ－Ｎ２ －４．３７７　４．２８８　３．４３３×１０－４　０．２６３　 ０．２６３

　　由表２可以看出，当中央区包含４个网格时，
两种方法计算得到的中央区效应差值的均方差和

标准差均为１．０３７ｃｍ，最大值高达１６．９４３ｃｍ；当
中央区为计算点所在的１个网格时，两种方法计
算得到的中央区效应差值的均方差和标准差均为

０．２６３ｃｍ，最大值为４．２８８ｃｍ，这种差异需要在
计算厘米级以及更高精度的大地水准面时加以

考虑。

５　结　论

为提高利用垂线偏差计算大地水准面中央区

效应的精度，将中央区视为与实际数据分布更为
相符的矩形域，引入非奇异变换，推导出大地水准
面中央区效应的精密计算公式，并基于理论模型
和实际数据分析导出公式和传统公式计算结果的

差异。研究表明：
（１）将中央区垂线偏差表示成双二次多项式

插值形式，引入非奇异变换后，Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ公式
平面近似式中的奇异积分可变换为直接可积的非

奇异积分。非奇异变换在解决地球物理奇异问题
中具有重要的应用价值，值得推广使用。

（２）在给定的垂线偏差理论模型下，该公式
的计算结果与真值完全一致，传统公式误差则与
纬度以及垂线偏差子午分量沿经线方向的变化和

卯酉分量沿纬线方向的变化之间的比值有关。
（３）实际数据下的中央区效应分析表明，当

中央区为计算点所在的１个网格时，传统公式与
本文导出公式计算得到的中央区效应差值的最大

值达数厘米，这种差异需要在计算厘米级以及更
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高精度的大地水准面时加以考虑。
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