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Abstract : The servi ceabi li ty of weighted total l ea st�squares method, t he LS�TLS method a nd the l east�squa res

method were compa red in the three dimensional sma ll a ng ul ar regi on recta ng ul ar coordi na tes tra nsformati on.

When the coord inat e ob served va lue was influenced by t he error in both of t he coordina te systems, using WT LS

method coul d revi se the observati on vector y a nd the coefficient matri x A , i nt roduce the coordi na te pri or preci�

sion to the a dj ustment computati on, and fi x the consta nt el ement and a djust the data element through with the

wei ghted ma trix PA .

Key w or ds : three dimensional datum transfor matio n; err or�in�v ariables( EIV) ; least�squares; L S�T L S; weig hted total least�

squar es

摘 � 要:对比研究加权总体最小二乘( w eig hted to tal least�squares, WT L S)方法和混合最小二乘 ( L S�T L S)方法、最小二

乘( least�squar es, LS)方法在三维空间小角度直角坐标转换中的适用性。在两套坐标系下坐标测量值均存在误差时, 用

WT L S 方法不但可以对观测向量 y和系数矩阵A 同时修改、将坐标先验精度引入平差计算 ,而且引入的权阵 PA 对系数

阵A 起到固定常数元素而只修改必要数据元素的作用, 以得到更合适的参数解。
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1 � 引 � 言

坐标转换是将空间数据从一个坐标系统转换

到另一个坐标系统的过程,实质是根据两个坐标

系下的公共已知点求解坐标转换参数的过程。两

个坐标系的转换参数包括: 3个平移参数、1个尺

度参数和 3个旋转参数。当旋转角是小角度或初

始值已知时,由 3 个旋转角组成的旋转矩阵可以

简化, 空间直角坐标转换化为线性的布尔沙( Bur�

sa)模型
[ 1]
。当观测值个数大于必要观测数时,通

常采用最小二乘( LS)的方法, 建立经典的高斯�
马尔可夫( G�M)模型, 求解参数估值。G�M 模型
的前提是假设系数矩阵 A完全准确, 随机误差仅

存在于观测向量 y 中,即 G�M 模型仅适用于坐标
已知值不受随机误差影响的情况。然而同一控制

点在两套坐标系下的坐标量测值均存在误差, 因

此 G�M 模型并不适合。鉴于此,文献[ 2]将 TLS

方法应用于摄影测量中的坐标系转换[ 3] , 建立的

EIV 模型能较好解决系数矩阵 A 和观测向量 y

中均存在随机误差的情况[ 4�9]。但是由于系数阵

A中的某些固定元素不需要修改, 即系数阵 A中

不是所有元素都被随机误差污染, 如常数元素,需

要修改的是含有观测数据元素。文献[ 10]采用

LS�TLS 方法, 求解坐标转换参数,能够很好地固

定不需要修改的常数列。然而, 在坐标转换模型

的系数阵中常数元素不仅以列的形式存在,同时

也在数据列中独立出现, T L�LS方法显然是不合

理的,该方法只是固定部分常数列,然而对存在于

数据列中的常数元素却进行了修改。笔者采用加

权总体最小二乘的方法
[ 11]

, 利用系数阵的权阵

PA 对 A中的元素进行定权, 达到改正系数阵 A

所有数据元素和固定所有常数元素的作用。同时

由于两套坐标的获得是不等精度的, 根据坐标的

已知精度确定相应的权值,经实例计算,得到更加

合理的模型。
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2 � 坐标系转换及加权总体最小二乘原理

2. 1 � 坐标转换模型

当旋转角是小角度或初始值已知时, 空间直

角坐标转化为线性的布尔沙模型

X B

YB

ZB

=
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+ �
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+
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- �Z 0 �X
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(1)

式中, ( X A , Y A , ZA )、( X B , Y B , ZB )分别为原坐标

系和目标坐标系的坐标; ( X 0 , Y 0 , Z0 )为平移参

数。当控制点数不小于 3 时, 坐标转换模型写成

如下形式
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式中, ( X Ai , Y Ai , ZAi )和( X Bi , Y Bi , Zbi ) ( i= 1, 2, �,

n)分别为第 i个控制点在WGS�84坐标系和地方

坐标系下的坐标, n为控制点数。

2. 2 � 最小二乘求解

当观测数大于参数个数时, 采用最小二乘方

法求解参数,前提是误差仅存在于观测向量 y 中

而系数矩阵A不受偶然误差影响。建立 G�M 模
型如下

y= ey = A(�0+ ��) , � ey ~ N (0, �20 ) (3)

在准则 e
T
y ey = min下得到最小二乘解为

��̂= (A
T
A)

- 1
A

T
( y- A�0) (4)

单位权中误差

�̂0 = � ( y- A(�
0
+ ��̂) )

T
( y- A(�

0
+ ��̂) )

3n- 7

(5)

2. 3 � 混合总体最小二乘求解

在实际中由于模型误差、仪器误差和人为误

差等影响使得同一坐标在两套坐标系下都含有随

机误差。在此情况下系数阵 A 需要修正, 对于

式(2)中的 A明显可以看出前 3列是常数列不需

要修正,因此引入 LS�TLS 方法求解。首先建立

EIV 模型

y- ey = (A+ EA ) ( �0+ ��) ,

ey

eA

=
ey

vecEA

~
0

0
, � �20

Qy 0

0 QA

(6)

式中, v ec为矩阵列向量化算子; ey、eA 为观测向

量和系数阵列向量化后向量的随机误差; Qy、QA

分别为3n � 3n维和 21n � 21n维的单位矩阵。求

解方法是对式(2)中的 A、�分解

A= [A1 � A2] , A1 � R
3n � m

1 , A2 � R
3n � m

2

x= [ x1 � x2] , x1 � R
m

1
� 1
, x2 � R

m
2
� 1

(7)

式中, A1 为前 3列常数列, A2 为后4列数据列,所

以 m1= 3、m2= 4。LS�TLS目标为

min [ A2 , b] - [ Â2 , b̂] 2 (8)

然后对 A1 进行 QR 分解, 再将 Q左乘于增广矩

阵[ A, b]得

Q
T
= [ A1 � A2 � b] =

R11 R12 R1b

0 R22 R2b
(9)

式中, R11 � R
m

1
� m

1 为上三角矩阵; R12 � R
m

1
� m

2 ,

R1b � R
m

1
� 1

, R22 � R
( 3n- m

1
) � m

2 , R2b � R
( 3n- m

1
) � 1。

通过 SVD2分解求方程 R22 x̂2 = R2b得到 x̂2 ,通过

LS方法求解方程 R11 x̂1= R1b - R12 x̂2 得到 x̂1。因

此通过 LS�TLS 方法可以在不对坐标重心化的情

况下直接计算出坐标转换参数。

2. 4 � 加权总体最小二乘求解
由于 LS�T LS 方法只是对系数阵前 3 列固

定,而无法对后 4列中的常数元素固定,因此引入

加权总体最小二乘的方法, 建立式( 6)的 EIV 模

型, 估计准则为: e
T
yP yey + vecE

T
AP A v ecEA = min。

其中, Qy = P
- 1
y , QA = P

- 1
A , 为非负正定对称矩阵,

分别表示观测值向量和系数阵列向量化向量的协

因数阵。文献 [ 7] 给出的 WT LS 算法中定义

QA= QX � Q0 ( � 为 kr onecker 积: M � N =

[mij � N] , M= [mij ] )
[ 12]

, Qx 和Q0 分别为 A的行

向量协因数阵和列向量协因数阵。将 PA 看成是

A阵列向量化后的向量的权阵,使得 PA 可以给A

中每一个元素定权。在坐标转换中, 同时考虑每

个点的先验精度,得到 Py、PA 如下

Py =

�
2
0

�2当地1
0 � 0

0
�

2
0

�2当地2
� 0

� � �

0 0 � �20
�

2
当地n

(10)
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PA
21n � 21n

= diag ( P1 , P2 , P3 , �, P7) (11)

P1
3n � 3n

= P2= P3= diag(0, 0, �, 0) (12)
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Pi ( i= 1, 2, �, 7)为 A阵中第 i 列向量的权阵, �2Wi

( i= 1, 2, �, n)为原坐标系( WGS�84坐标系)第 i

个点的坐标精度, �
2
当地i ( i= 1, 2, �, n)为目标坐标

系(地方坐标系) i个点的坐标精度。

2� 5 � 加权总体最小二乘求解步骤
将式( 3)展开,略去二次小项 EA��,并考虑到

EA�
0
= (�

0T � I 3n) eA
[ 12]

,得到

ey + BeA = A��+ �y (17)

式中, �y= y- A�
0
; B= �

0T � I3n。采用文献[ 11]

提出的迭代方法[ 11]
,得到参数求解步骤如下。

(1) 设初始值 EA( 0) = 0。

�( 0) = �0= (A
T
A)

- 1
( A

T
y)

Q1( 0) = Qy + ( �
T
( 0) � I 3n)QA ( �

T
( 0) � I 3n)

eA ( 0) = - QA ( �( 0) � I 3n)Q
- 1
1( 0) ( y- A�( 0) - A( i)��( 0) )

��̂( 1) = (A
T
( 0)Q

- 1
1( 0)A( 0) )

- 1
A

T
( 0) Q

- 1
1( 0) ( y- EA( 0) �( 0) )

�( 1) = �( 0) + ��̂( 1)

(18)

(2) 计算 A( i) = A- EA( i)。

��̂( i+ 1) = (A
T
( i)Q

- 1
1( i)A( i) )

- 1
A

T
( i)Q

- 1
1( i) ( y- EA( i) �( i) )

�( i+ 1) = �( i) + ��̂( i+ 1)

ey( i+ 1) = QyQ
- 1
1( i) ( y- A�( i) - A( i) ��̂( i+ 1) )

eA( i+ 1) = - QA (�( i) � I 3n)Q
- 1
1( i) ( y- A�( i) - A( i) ��̂( i+ 1) )

(19)

(3) 重复( 2)直到 ��̂( i+ 1) < �0 , �0 为给定

阈值。

(4) 计算单位权中误差

�̂0=
e

T
yPyey + e

T
APAeA

3n- 7
(20)

3 � 实例计算

表1为WGS�84和地方坐标系下 11个公共点

坐标,分别选取其中的 3个点、5个点、10个点按进

行坐标转换求解参数及精度, 得到结果见表 2~

表4。由此可以看出 LS 方法、LS�TLS 方法和

WTLS方法求解得到的参数差别不大, 而WTLS

方法较 LS方法提高 40%左右,较 LS�TLS方法精

度提高 15%左右。式( 21)、( 22)分别为3个点求解

参数时 LS�TLS方法和WTLS方法得到的系数阵

A的残差矩阵, 由式( 21)、( 22)可以看出在WTLS

方法中,由于引入了 PA、Py 权阵,达到部分修改系

数阵 A的作用,即只修改数据元素, 而固定常数元
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素,因而使得残差矩阵 EA(WTLS) 中对应的常数项元

素的残差为 0, 从而较 LS�TLS方法得到更合理的

模型。

表 1� WGS�84 坐标系和地方坐标系下公共点坐标

Tab. 1 � Coordinates for WGS�84 system and local system / m

点号
WGS�84坐标系坐标 地方坐标系坐标

X Y Z �W X Y Z �当地

1 2 802 088. 418 2 5 009 123. 156 9 2 772 386. 569 9 0. 01 - 2 802 191. 348 2 5 009 064. 765 7 2 772 381. 176 8 0. 01

2 2 810 072. 730 9 5 016 144. 572 1 2 751 960. 500 7 0. 02 - 2 810 175. 651 5 5 016 086. 112 0 2 751 955. 053 1 0. 02

3 - 2 820 464. 394 2 5 009 963. 991 7 2 752 475. 921 1 0. 03 - 2 820 567. 227 2 5 009 905. 344 4 2 752 470. 385 8 0. 03

4 - 2 817 059. 835 1 5 002 512. 999 3 2 769 304. 628 8 0. 04 - 2 817 162. 653 8 5 002 454. 352 0 2 769 299. 110 6 0. 04

5 - 2 825 673. 090 6 4 995 844. 301 3 2 772 395. 762 9 0. 05 - 2 825 775. 818 2 4 995 785. 495 5 2 772 390. 169 5 0. 05

6 - 2 820 994. 060 5 4 981 403. 048 6 2 802 875. 077 3 0. 06 - 2 821 096. 763 4 4 981 344. 211 2 2 802 869. 494 4 0. 06

7 - 2 824 607. 984 6 4 984 728. 145 8 2 793 437. 599 7 0. 07 - 2 824 710. 665 4 4 984 669. 284 6 2 793 431. 999 9 0. 07

8 - 2 827 184. 875 9 4 983 661. 601 6 2 792 676. 704 2 0. 08 - 2 827 287. 538 0 4 983 602. 697 4 2 792 671. 081 7 0. 08

9 - 2 759 153. 720 2 5 019 476. 803 6 2 796 710. 316 7 0. 09 - 2 759 256. 958 4 5 019 419. 072 5 2 796 705. 276 2 0. 09

10 - 2 799 960. 417 6 5 001 193. 709 4 2 788 835. 580 2 0. 10 - 2 800 063. 333 9 5 001 135. 290 0 2 788 830. 195 9 0. 10

11 - 2 841 060. 290 2 4 982 041. 618 3 2 781 470. 180 5 0. 11 - 2 841 162. 870 7 4 981 982. 504 1 2 781 464. 448 9 0. 11

表 2 � 3 个点求解参数及精度比较( 1、9、11号点)

Tab . 2� The comparison among the parameters calculated and accuracies with piont 1, 9, 11

X0 / m Y0/ m Z0 / m � �
X

/ 10- 5 rad �
Y

/ 10- 5rad �
Z

/ 10- 5 rad �0/ m

LS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 000 0 0. 258 0 0. 439 0 1. 933 4 0. 149 386

TL�TLS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 000 0 0. 258 0 0. 439 0 1. 933 4 0. 105 632

WTLS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 000 0 0. 248 1 0. 428 8 1. 935 7 0. 091 099

表 3� 5个点求解参数及精度比较( 1、3、9、10、11 号点)

Tab. 3� The comparison among the parameters calculated and accuracies with piont 1, 3, 9, 10, 11

X0 / m Y0/ m Z0 / m � �
X

/ 10- 5 rad �
Y

/ 10- 5rad �
Z

/ 10- 5 rad �0/ m

LS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 000 0 0. 240 6 0. 429 5 1. 936 5 0. 106 933

TL�TLS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 000 0 0. 250 7 0. 429 6 1. 936 7 0. 075 612

WTLS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 000 0 0. 273 2 0. 454 5 1. 931 5 0. 066 497

表 4� 10 个点求解参数及精度比较( 1~ 9、11 号点)

Tab. 4 � The comparison among the parameters calculated and accuracies with piont 1~ 9, 11

X0 / m Y0/ m Z0 / m � �
X

/ 10- 5 rad �
Y

/ 10- 5rad �
Z

/ 10- 5 rad �0/ m

LS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 000 0 0. 240 6 0. 429 5 1. 936 5 0. 106 933

TL�TLS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 000 0 0. 250 7 0. 429 6 1. 936 7 0. 075 612

WTLS - 3. 824 7 7. 349 9 3. 865 7 1. 0000 0. 273 2 0. 454 5 1. 931 5 0. 066 497

EA( A�- T A�) =

0 0 0 - 0. 000 000 370 569 98 0. 000 000 055 128 035 - 0. 000 000 087 918 658 - 0. 019 086 862 902 224

0 0 0 - 0. 000 000 957 505 92 0. 000 000 142 443 862 - 0. 000 000 227 170 682 - 0. 049 318 037 281 036

0 0 0 � 0. 000 000 554 184 616 - 0. 000 000 082 443 560 0. 000 000 131 481 690 0. 028 544 259 519 907

0 0 0 - 0. 000 002 035 636 98 0. 000 000 302 832 586 - 0. 000 000 482 959 982 - 0. 104 849 086 066 827

0 0 0 � 0. 000 001 018 226 319 - 0. 000 000 151 476 963 0. 000 000 241 576 748 0. 052 445 548 850 595

0 0 0 - 0. 000 001 575 191 22 0. 000 000 234 334 135 - 0. 000 000 373 718 069 - 0. 081 133 012 067 070

0 0 0 � 0. 000 002 403 124 688 - 0. 000 000 357 502 083 0. 000 000 570 147 360 0. 123 777 190 441 069

0 0 0 - 0. 000 000 008 739 89 0. 000 000 001 300 194 - 0. 000 000 002 073 561 - 0. 000 450 163 517 605

0 0 0 � 0. 000 000 995 948 942 - 0. 000 000 148 162 858 0. 000 000 236 291 385 0. 051 298 113 034 050

( 21)
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EA( WT LS) =

0 0 0 � � � � � 0 - 0. 000 000 117 856 530 - 0. 000 000 519 045 508 � 0. 005 369 239 794 960

0 0 0 � 0. 000 000 134 324 323 � � � � � � 0 - 0. 000 001 006 455 015 � 0. 010 411 222 591 489

0 0 0 - 0. 000 000 044 687 19 � 0. 000 000 076 027 550 � � � � � � 0 - 0. 003 463 619 251 080

0 0 0 � � � � � 0 - 0. 000 000 372 898 512 - 0. 000 001 642 261 973 - 0. 050 964 885 745 198

0 0 0 - 0. 000 000 171 467 06 � � � � � � 0 � 0. 000 001 284 755 287 - 0. 039 870 256 695 395

0 0 0 � 0. 000 000 105 764 46 - 0. 000 000 179 939 986 � � � � � � 0 � 0. 024 592 806 240 508

0 0 0 � � � � � 0 � 0. 000 000 310 638 079 � 0. 000 001 368 064 201 - 0. 056 607 481 507 456

0 0 0 � 0. 000 000 090 987 497 � � � � � � 0 - 0. 000 000 681 743 937 � 0. 028 209 061 590 710

0 0 0 - 0. 000 000 006 598 130 � 0. 000 000 112 255 803 � � � � � � 0 - 0. 020 456 340 358 748

( 22)

4 � 结束语

( 1) 由于WT LS方法建立的 EIV 模型对所有

变量中的误差都进行了最小化约束, 因此与认为系

数矩阵A完全准确的最小二乘方法相比,建立起一

个当系数矩阵A以及观测向量 y 均含有误差时更

加合理的小角度坐标转换模型。

(2) 根据坐标精度引入 PA、Py 权阵的WTLS

方法,其意义在于将控制点精度引入总体最小二乘

平差的同时对系数矩阵 A达到了部分修改的作用,

使得模型更加合理。

(3) WT LS方法较 LS方法计算单位权中误差

小40%左右,较 LS�TLS方法小15%左右。
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