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Abstract : The DOP is one of the w ay s to assessment the pe rfo rm ance o f sa tellite naviga tion and posit ioning . Based on

the mathema tical and sur vey ing meaning s of GDOP, tw o methods to g et the m inimum of GDOP w ere given, and the

st udy on the m inimum w as m ade theo ret ically. T he conclusion w as dr aw n that, the tradit ional idea that DOP is just a

factor to decr ease the navig at ion & positioning pr ecision w as lim ited, since all DOPs including GDOP w ould certainly

be less than one and im prove the precision a s a result w ith the change o f g eometr ical r elationship betw een satellit es and

user s. On the basis of the above conclusions, CGF ( Const ellation Geometr y Facto r) , w hich could be used to assess�

m ent the spatial g eomet rica l lay out chara ct erist ics o f constellation, w as g iv en. T he T est w ith GPS and Galileo constel�

lations had show n that CGF could g iv e an effective eva luation the spatial g eom et rica l lay out char acteristics o f constella�

t ion. T he Test on the navigat ion precision per fo rmance in near�ear th space w ith GPS conste lla tion pro ved that DOP

has the attr ibut e to improve pr ecision.
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摘 � 要: DOP是评估卫星导航定位性能的重要手段之一。在分析 GDOP 的数学意义和测量意义的基础上, 提出两种

GDOP最小值的求解方法, 并对最小值进行理论分析。结果表明 ,传统场合中认为 DOP 为� 精度衰减�因子是有局限性

的;随着卫星与用户几何关系的改变, 包括 GDOP 在内的所有 DOP完全可以小于 1, 从而具有一定的精度增强作用。在

此基础上,提出一种评价星座空间分布均匀程度的星座几何构型品质因数,并以 GPS 和 Galileo 星座为例进行试验, 结果

表明该因数可以较好地评价星座的空间分布均匀程度。基于 GPS 星座在近地空间内导航精度性能的试验结果很好地

证明了 DOP具有精度增强的属性。
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1 � 引 � 言

精度因子 ( dilut ion of precision, DOP) 作为

评估卫星导航定位性能的重要手段之一,不仅具

有测量意义,还具有明确的数学意义。在测量上,

DOP 反映了由于观测卫星与接收机空间几何布

局的影响造成的伪距误差与用户定位授时误差间

的比例系数,是评估用户定位授时精度的重要内

容;根据用户在测量中关注的性能指标不同,

DOP 可细分为 GDOP、PDOP、H DOP、VDOP 和

TDOP,具体的定义可以参考早期的 GPS经典文

献[ 1]。在数学上, DOP 作为基于最小二乘平差解

的权逆阵对角线的重要组成部分, 同时也是未知

参数协方差对角线元素与伪距等效方差的比值,

反映了观测信息对于解算的未知参数的贡献程

度[ 2]。但无论是在测量上还是在数学上, DOP 都

反映了导航解的质量, 与导航解具有同样重要的

地位。然而,由于历史原因, DOP 产生于 GPS 理

论中,其字面意思为� Dilut ion Of Precision�,所以
大多传统场合都称其为精度衰减因子; 因为其确

实在一般场合中作为一个放大因子来体现星地空

间几何对于由于测距误差而导致对定位授时误差

的影响,故文献[ 1]指出 GDOP 的典型值为 1~

100。而事实上, 以 GDOP 为例, 在数学上, 其最
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小值要小于 1, GDOP 将不再仅仅是一个精度衰

减因子,而是一个精度增强因子,而这个结论在测

量上也是存在的,而且具有积极的意义。本文将

推导这个结论, 并给出其在某些方面的应用价值。

2 � GDOP 最小值的求解

卫星导航定位中, 通常选择 4颗或 4颗以上

的可视卫星进行导航定位解算, 其用户位置和时

间偏差参数误差的协方差矩阵为 G= ( H
T
H)

- 1
,

其中 H是导航定位解算方程的系数矩阵, 通常称

为观测矩阵,如下式

H=

ax 1 ay1 az 1 1

ax 2 ay2 az 2 1

ax 3 ay3 az 3 1

� � � �

axn ayn a z n 1

(1)

式中, axi , ayi , azi ( i= 1, 2, �, n)分别表示用户与

可视卫星之间方向矢量的余弦; n为可视卫星的

数目。因此,具有以下数学关系
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2
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2
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, 需要计算
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根据矩阵迹的定义可得: t r( H
T
H) = 2n。设 �i ( i

= 1, 2, 3, 4)是 H
T
H的特征值,则有

�
4

i= 1
�i = 2n (4)

此时, GDOP 可表示为

GDOP = tr (H
T
H)

- 1

= t r diag
1
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此时, GDOP最小值的求解已经转化为矩阵

H
T
H特征值值域的估计问题。如果不考虑 H

T
H

特征值的值域差异, 即存在四个特征值相等的情

况,则可以利用正数的几何平均值总是小于它们

的算数平均值来获得 GDOP 的最小值。但事实

上从式(3)可见,H
T
H的第 4行、第 4 列的对角元

素总是 n,而其他行与列的对角线元素具有相似

性,下面用矩阵论中的盖尔斯高林( Gerschgo rin)

圆盘定理说明前三个特征值的值域相同 [ 3]。

根据盖尔斯高林圆盘定理, 对于复数域内的

矩阵 H
T
H, 对应的四个 Z平面上的圆盘分别为
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该定理指出矩阵的特征值与其对应的圆盘具

有一定关系,而从式(6)中可知,前三式具有轮换对

称性,而第四式却明显不同于前三式。据此可以认

为H
T
H的前三个特征值具有相同的值域,而第四

个特征值则具有不同于前三个特征值的值域。

事实上,可以采用反证法证明 �4 �n,具体可

见文献[ 4] ,在此不再赘述。

至此,即可采用不等式求解(5)式的最小值
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其中,当且仅当 �i ( i = 1, 2, 3)相等时等号成立。

考虑到式( 4) ,可以将 GDOP 用 �4 表示; 又由于

�4 �n, 即得当 �4 = n时 GDOP 获得最小值

GDOP min=
10
n

(8)

下面从测量的角度来证明这个结论。

在用户坐标已知的情况下,只有一个未知量,

即接收机钟差,此时观测方程为 H4 = [ 1 � 1] T
,

则 H
T
4H4= n, 且 GDOP 退化为在特殊条件下的
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TDOP,即可得

T DOP= tr(H
T
4 H4)

- 1
=

1
n

(9)

于是 H
T
4H4 对应的特征值 �4 = n。

同理,如果不考虑钟差或认为钟差已知, 则可

得 t r(HT
3 H3) = n, 其中 H3 表示去掉钟差系数的

观测矩阵, 故 H
T
3H3 为矩阵式( 3) HT

H的前 3行

前 3列组成的对称方阵。此时, GDOP 则退化为

PDOP, 即

� � PDOP = t r(HT
3H3)

- 1
=

�
3

i= 1

1
�i
� 3 �

3

i= 1

1
�i
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(10)

上式在 �i ( i = 1, 2, 3)相等时等号成立。再结合

式(4)以及式(9)成立的关系可得

PDOP� 9
n

(11)

综合式(9)和式(11)可得到

GDOP= PDOP
2+ TDOP

2 � 10
n

(12)

文献[ 4]还给出了 GDOP 最小时须满足如下条件

�
n

i= 1
axi = 0

�
n

i= 1
ayi = 0

�
n

i= 1
azi = 0

(13)

可见当用户处于多颗可视卫星形成的均匀多

面体的中心时, GDOP 最小, 定位精度最高。上

式亦表明此时每个轨道面上的卫星都是均匀分布

的。另外,式( 8)亦表明 GDOP 最小值也是可视

卫星数目的函数,有效可视卫星数越大,则 GDOP

最小值越小。

3 � 构建星座几何构型品质因数

根据式( 13) ,依据 GDOP 最小时需要满足的

条件可构建用于描述星座几何构型的品质因数

( constellat ion geom etry facto r, CGF) , 用来描述

星座空间布局的均匀程度。笔者分别提出如下两

个因子:

瞬时 CGF 为

CGF =

1+ �
n

i= 1

axi + �
n

i= 1

ayi + �
n

i= 1

azi

n
( 14)

平均 CGF 为

CGF =

1+
1

m �
m

k= 1
�
n

i= 1

axi ( tk) + �
n

i= 1

ayi (tk) + �
n

i= 1

azi ( tk)

n

( 15)

其中, n为可视卫星数目; m为星座运行周期内等

间隔采样的个数。在计算 axi、ayi、a zi ( i= 1, 2, �,

n)时假定用户位于地球质心。

分析式( 14)瞬时 CGF,可得出以下结论:

( 1) 用户处于多颗可视卫星形成的均匀多面

体的中心时, CGF= 1/ n, 仅仅与可视卫星数目

有关。该结论表明, 此时星座可视卫星越多, 则

CGF 越小,星座几何构型品质越高。

( 2) 用户处于多颗可视卫星形成的不均匀的

多面体的中心时, CGF 不仅与星座的可视卫星数

目有关, 还与星座卫星布局的均匀程度有关。

CGF 越小,则星座卫星布局越均匀, 其构型品质

越高。

要分析星座的几何构型品质, 需要采用

式( 15)平均 CGF 模型,并在星座的运行周期内进

行统计分析和量化比较,从而得出对于星座几何

构型的综合评价。下面分别以 GPS 与 Galileo 星

座为例计算平均 CGF 进行比较分析。其中 GPS

的星座数据来自实测历书,其许多卫星的轨位已

与标称星座给出的轨位相差很大
[ 5]

; Galileo 星座

是根据发布的标称星座仿真得到。

表 1数据反映了 GPS和 Galileo 星座的几何

构型品质因数的比较。虽然 GPS 星座在卫星数

目上要略微优于 Galileo, 但 Galileo 星座在空间

均匀度上要明显由于 GPS。其原因不仅在于

GPS设计星座不对称, 还在于GPS 星座经过长期

运行,部分卫星轨位已经发生明显改变,从而在一

定程度上破坏了标称星座原有的均匀度。

表 1 � GPS与 Galieo星座的平均 CGF比较

Tab. 1� Mean CGF comparison between GPS and Galileo

constellations

星座 GPS Galileo

卫星数目 30 27

平均CGF 0. 6056 0. 1925

4 � 基于空间布局结构的导航性能增强

目前 GN SS 的服务空域( serv ice volume)主

要指全球地面或地表的空间区域, 因而对于
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GNSS 用户而言, 由于受到最低卫星截止角的限

制,其可视卫星基本分布在用户所在平面的一侧,

即所有可视卫星的高度角都为正。根据式( 13)分

析可知,这种很不均匀的卫星空间布局将会导致

较大的 GDOP 产生。

目前随着卫星导航技术的提高和空间探测活

动的迅猛发展, 未来 GNSS的服务空域将会得到

极大的扩展,从地面几十千米到离地面几千千米

的近地空间将成为 GNSS 的重要应用领域[ 6�7]。

在这种应用背景下, 用户与可视卫星的几何空间

布局结构将得到极大的改善: 可视卫星不再仅分

布于用户所在任意平面的一侧, 负高度角的可视

卫星亦可得到有效利用,从而提高用户导航定位

授时的精度。不仅如此,这种导航定位精度性能

的增强将会使得传统的 GDOP 性质发生本质改

变:从�精度衰减�因子到�精度增强�因子。图 1

为中纬度单点( E113�, N34�)在不同高度条件下

同一时刻 GPS 各种 DOP 值与可视卫星数目之间

的变化关系。需要强调的是随着用户离地面高度

的增加,部分高度角为负的卫星亦可视,可采用双

天线模型分别采集高度角为正的可视卫星和高度

角为负的可视卫星的数据
[ 5]
。其中高度角为负的

卫星可视条件的判断需要依据用户高度、地球半

径以及临界条件下卫星与用户连线与地球相切的

几何条件来完成,相关讨论不是本文研究的重点,

可参考文献[ 8 � 10]。地面 10 km 以下采用 5�卫
星截止角, 10 km 以上采用负截止角。

图 1 � 近地空间不同高度条件下的 DOP 值比较

Fig. 1 � Compar ison of DOPs at different heights in

near space

正如图1所示,随着用户高度的增加,星地空间

几何关系发生了明显变化, 各类 DOP 都有明显减

小,GDOP在用户高度大于100 km时就开始小于1,

成为名副其实的�精度增强�因子。目前,这种基于

空间布局结构的 GNSS性能增强其实已经得到了

实际应用,这就是利用伪卫星对高空用户的性能增

强。这种方法可以实现区域导航性能的改善,不仅

包括精度,还将对完好性、连续性以及可用性加以

增强,从而满足高空用户导航定位授时的需求。

5 � 结 � 论

在分析卫星导航中 DOP 的数学意义和测量

意义的基础上,分别从数学角度和测量角度给出

了求解 GDOP 最小值的方法。结论表明, GDOP

最小值不仅与星地几何空间有关系, 还与参与计

算的卫星数目有函数关系。在此基础上构建了星

座几何构型品质因数, 并用 GPS 和 Galileo 星座

进行了试验,结果表明该因数可以反映星座空间

几何分布的均匀程度。最后分析了基于空间布局

结构的导航性能增强方法, 并用试验证明了 DOP

具有�精度增强�的属性。基于该结论, 笔者认为,

DOP 应该称为�精度因子�更为恰当,而不应该冠

以�衰减�来限定。
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这种多径信号的动态却可能削弱了多径信号对跟

踪误差的影响。

码跟踪环路对多径效应的不同动态特性具有

不同的滤波作用,合理选择环路参数,可利用多径

信号的动态削弱多径误差的影响。反过来,基于

对多径效应动态特性的影响研究, 可以从后处理

数据的变化规律中进行逆向推导, 有助于分析并

推测出多径效应引发长时缓变误差的机理。这也

是本文后续工作中所需要关注的重要问题。
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