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Abstract : A PDE� ba sed hybrid model is proposed to de�noise the pre�processed remote sensing images, which are

often polluted by Ga ussia n a nd sa lt�pepper noises. The model solves the excessive diffusion problem at smooth

regions a nd stair case effect presented in t radit iona l pure a nisotropic di ffusion model. Mea nwhi le, it overcomes the

shortage of 4�order PDEmodel that tends to lose much edge informa tion. The proposed model ca n not only effi cient�

l y remove mixed noise in remote sensing ima ges, but also simulta neously retain detail i nformation, such a s edge

and texture. Experimental results il lustrate the effectiveness and sta bil ity of the proposed model.
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摘 � 要:针对经过前期处理的遥感图像主要含有高斯噪声和椒盐噪声的特点,提出一种基于 PDE的混合去噪模型,该模

型克服传统的纯各向异性扩散模型在平滑区域过度扩散、产生阶梯效应和四阶 PDE 模型在去噪的同时过多损失边缘信

息的弱点,在有效去除遥感图像中混合噪声的同时,很好地保持图像的边缘和纹理细节信息。实验结果验证所提出模型

的有效性和稳定性。
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1 � 引 � 言

遥感图像在其光学信息获取和传输过程中

通常会受到噪声干扰而引起图像质量下降, 经

过前期校正后, 一般认为遥感图像中所含噪声

为高斯噪声和椒盐噪声的叠加, 这种混合噪声

通常会给遥感图像的识别和分析带来一定困

难。遥感图像的噪声分析、评估和滤波作为遥

感图像处理的研究热点一直受到遥感应用领域

的关注 [ 1]。遥感图像的平滑去噪通常包含两方

面的含义:一是有效去除图像中的噪声, 二是保

留或增强遥感图像中边缘、纹理等固有特征。

尽管经典高斯去噪方法算法简单、易于实现, 但

很难满足这两方面的要求。近年来, 基于偏微

分方程( part ial differential equation, PDE)图像处

理方法因其所具有的局部自适应特性、形式上

的规范性和模型建立的灵活性而成为继小波分

析工具之后的另一新型的图像处理数学工具,

并被应用于图像处理的多个领域[ 2]。Perona 和

Malik在文献[ 3]中提出了一种具有里程碑意义

的模型 P�M 非线性扩散方程, 该模型将图像的
去噪与边缘检测统一起来考虑很好地实现了二

者平衡,然而随后的研究发现了该方程所具有

的�病态 特性[ 4 ] 和对图像中孤立强噪声 (如椒

盐噪声) 和较强边缘处噪声平滑的无效性 [ 5]。

进而, 文献[ 6]对 P�M 模型进行了改进, 提出一
种纯各向异性扩散方程, 该模型对椒盐类噪声

具有很好的去除效果, 但在平滑区域过度扩散,

产生阶梯效应。此外,文献[ 7]针对低阶 PDE 存

在的平滑区域过度扩散和容易产生阶梯效应的

缺点, 提出了一种四阶的 PDE模型,该模型可在

一定程度上恢复平滑区域并保护细小纹理, 然
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而, 它在去噪效率和保护边缘信息方面有待进

一步改进。

本文针对纯各向异性扩散模型在平滑区域过

度扩散、产生阶梯效应和四阶 PDE模型在去噪的

同时过多损失边缘信息的弱点, 提出一种适用于

去除高斯噪声和椒盐噪声的混合 PDE模型,该模

型在有效去除遥感图像中高斯和椒盐等混合噪声

的同时,很好地保持了遥感图像的边缘和纹理等

细节信息, 并且有算法实现简单和稳定性好等

特点。

2 � 两种 P�M改进模型

2. 1 � 纯各向异性扩散模型

为了在去噪的同时保持边缘信息, Per ona 和

Malik在文献[ 3]中提出了如下的基于图像局部

特性的 P�M 扩散方程

�I ( x , y , t)
�t = div( g( |  I | )  I )

I ( x , y , 0) = I 0( x , y )

(1)

其中, I 0( x , y )为观测图; I ( x , y , t )为时间尺度 t

下 I 0( x , y )的平滑版本;  I 和|  I | 分别为梯度
和梯度模值; g( |  I | )为传导系数,用于控制扩散

速度。

在上述 P�M 模型中,理想的传导系数应针对
图像的局部区域特性具有自适应特性, 即传导系

数在图像的平坦区域自动增大, 而在边缘区域则

自动减小, 这样 g ( |  I | )应具有如下性质
g(0) = 1 (2)

lim
|  I | ∀ #

g(|  I| )= 0 (3)

式(2)表示在非边缘处加强扩散, 而式(3)则表示

在边缘处停止扩散。基于该特性, Perona 和 Ma�
lik 将传导系数定义为: g ( |  I | ) = 1/ ( 1 +

( |  I | / K ) 2 )或 g( |  I | )= exp(- ( |  I | / K ) 2 )。
P�M 模型对图像特性的保护作用被图像处

理的很多应用领域所关注, 然而该模型所给出的

初值问题有可能是�病态 的 [ 4]
, 即模型在一定条

件下稳态解不具有对初始条件的连续依赖性; 同

时由于图像中足够大的梯度模值区域未必都对应

边缘,这样该模型对椒盐类噪声和强边缘附近的

任何噪声通常难以奏效。

Alvarez和 Mor el等人对 P�M 扩散思想进行
了改进,提出如下纯各向异性扩散方程[ 6]

�I( x , y , t )
�t = |  I | div(  I

|  I | )

I ( x , y, 0)= I 0( x , y )

, ( x , y ) ∃ �, t> 0

(4)

式中, I 0( x , y )为观测图; I ( x , y, t )为时间尺度 t

下 I 0( x , y )的平滑版本。

进一步,有

|  I|div(  I
|  I| )= |  I|(

�I
|  I| -

1
|  I|2

 2
I(  I,  I)
|  I| )=

�I-
 2
I( I,  I)
|  I| 2 = I  =

IxxI
2
y- 2IxyI xIy+ IyyI

2
x

I
2
x+ I2y

=

- !|  I | (5)

其中,  =
[ - I y , I x ]

( I
2
x+ I

2
y )

1/ 2为垂直于图像梯度的单位矢

量; != -
I xx I

2
y - 2Ix I yI xy + I

2
x I yy

( I x+ I y )
3/ 2 为曲率。这样,

方程(4)的扩散项转化为  (垂直于图像梯度矢量

 I )方向上的扩散项。
在数值计算中,为避免图像平坦区域梯度为

零的情况,通常采取参数提升梯度,即

|  I |  = ( |  I | 2+ ∀) 1/ 2 , � ∀> 0 (6)

进一步,利用有限差分格式对该扩散方程进

行离散,令时间步长为 �t, 空间步长为 h,迭代次

数为 k, I ( i, j )= I i, j , I0 ( i , j ) = I
0
i, j则

( I x )
k
i, j = ( I

k
i+ 1, j - I

k
i- 1, j ) / 2h

( I y )
k
i, j = ( I

k
i, j + 1- I

k
i, j - 1) / 2h

( I xx )
k
i, j= ( I

k
i+ 1, j- 2I

k
i, j+ I

k
i- 1, j ) / h

2

( I yy )
k
i, j = ( I

k
i, j+ 1- 2I ki, j+ I

k
i, j- 1) / h

2

( I xy )
k
i, j= ( I

k
i+ 1, j+ 1- I

k
i- 1, j+ 1- I

k
i+ 1, j- 1+

� � � � Iki- 1, j - 1) / 4h2

(7)

|  I | div(  I
|  I | ∀)= - !|  I | =

I xx I
2
y- 2I xy I xI y+ I yy I

2
x

I
2
x + I

2
y

(8)

得该扩散方程的离散显示差分方程为

I
k+ 1
i, j = I

k
i, j- �t!

k
i, j |  I ki, j | (9)

该模型扩散只沿着平行于边缘的切线方向

(垂直于图像梯度矢量 I)进行,具有较强的边缘

保护能力和去椒盐类噪声能力。

2. 2 � 四阶 PDE图像平滑方法

You Y L 和 Kaveh M 等在文献[ 7]中提出了

一个四阶偏微分方程,该方程克服了低阶 PDE 存

在的弱点,在保持去噪效果的同时,在一定程度上
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保持了图像的纹理特征。具体方程如下

�I ( x , y , t)
�t = -  2 [ f ( |  2I | )  2I ] =

� � � � � - �[ f ( | �I | ) �I ]

I( x , y , 0)= I 0( x , y )

(10)

式中, ( x , y ) ∃ �, t> 0; �为拉普拉斯算子, �I=

�2I ( x , y )
�x 2 +

�2I ( x , y )
�y 2 ; I ( x , y , t )为时间尺度 t下

I 0 ( x , y )的平滑版本; f 是正的非增函数, 其形

式为

f ( s)= 1/ [ 1+ ( s/ #) 2 ] (11)

这里 #为一常数。

同样采用有限差分方法对该四阶 PDE 离散

化,令时间步长为 �t ,空间步长为 h, 迭代次数为

k, I ( i , j )= I i, j , I 0( i , j )= I
0
i, j ,则

( I x )
k
i, j = ( I

k
i+ 1, j - I

k
i- 1, j ) / 2h

( I y )
k
i, j = ( I

k
i, j+ 1- I

k
i, j- 1 ) / 2h

( I xx )
k
i, j = ( I

k
i+ 1, j- 2I ki, j+ I

k
i- 1, j ) / h

2

( I yy )
k
i, j = ( I

k
i, j + 1- 2I

k
i, j+ I

k
i, j - 1) / h

2

�I ki, j = ( Ixx )
k
i, j + ( I yy )

k
i, j

(12)

令 g( �I )= f ( | �I | ) �I , gki, j = g( �I ki, j ) ,则

�g
k
i, j= ( g

k
i+ 1, j + g

k
i- 1, j + g

k
i, j - 1+ g

k
i+ 1, j - 4g

k
i, j ) / h

2

(13)

得到该四阶 PDE 的显示差分格式为

I
k+ 1
i, j = I

k
i, j- �t�gki, j (14)

该四阶 PDE 模型能避免�阶梯效应 ,且在一

定程度上恢复和保护平滑区域和细小纹理信息。

3 � 一种遥感图像去噪的 PDE混合模型

3. 1 � 遥感图像噪声分析

遥感图像在成像和传输过程中都可能产生噪

声,一般认为其噪声主要由电噪声和光学噪声组

成[ 1]。在成像过程中, 由于电荷耦合器件 ( CCD)

所具有的暗流、零响应偏移和响应不一致等特性,

产生了 CCD噪声, 对该噪声中暗流的直流分量、

零响应偏移等进行消除后,可以认为所剩 CCD噪

声为高斯噪声和椒盐噪声的叠加[ 8]。

高斯噪声是一种具有正态分布(也称作高斯

分布)概率密度函数的噪声,其值在各个频率分量

上的能量具有高斯分布,其一维概率密度函数可

用数学表达式表示为

p ( x ) =
1

2∃%
exp[ -

( x- a)
2

2%2
] (15)

其中, a为噪声的数学期望值, 也就是均值; %
2
为

噪声的方差。在噪声均值为零时, 噪声的平均功

率等于噪声的方差。

椒盐噪声是一种随机的灰度值很小或很大的

污染点,在图像中呈现出类似胡椒和盐分的一个

个白或黑噪声点。包含该噪声图像的特点是噪声

点在图像中的分布均匀, 这样,当图像中椒盐噪声

率增加时,图像灰度直方图表现出如下特点, 即除

了 0和 255附近的噪声灰度值外,其余各点的直

方图的高度均有所下降, 并且随着噪声率的增加,

直方图曲线在保持凸凹性基本不变的情况下, 逐

渐趋于扁平状态
[ 9]
。

3. 2 � 混合模型
3. 2. 1 � 模型的提出

由前面的讨论可知, 纯各向异性扩散模型在

对遥感图像去噪时, 对椒盐噪声去噪彻底性好,并

能保持边缘特征, 但当遥感图像含有较大的噪声

时,经过多次平滑后会出现阶梯效应; 而四阶

PDE 模型能够抑制阶梯效应的产生和较好的保

护纹理细节,但对遥感图像中的椒盐类噪声去除

效果差,边缘信息难以保留。针对上述特点, 提出

如下混合的偏微分去噪模型

�I ( x , y , t)
�t = - [ &(!|  I | )+

� � � � � (1- &) ( �( f ( �I ) �I ) ) ]

I( x , y , 0)= I 0( x , y )

(16)

式中, &∃ [ 0, 1]为权函数; - !|  I | = |  I | %

div(
 I

|  I | )为纯各向扩散项, 是式( 4)的等号右边

部分, - �( f ( �I ) �I )为四阶扩散项, 是式( 10)的

等号右边部分; I 0( x , y )为观测图; I ( x , y , t )为时

间尺度 t下 I 0( x , y )的平滑版本。

设 u、v 分别是纯各向异性扩散模型和四阶

PDE 的解,则凸组合

w= &u+ (1- &) v, &∃ [ 0, 1] (17)

即为式(16)的解。

在边缘和平坦区域, 应加强纯异性扩散的作

用,故 &应接近于 1, 而在渐变区域, 应突出四阶

PDE 的作用,故 &应接近于 0, 据此,我们构造权

函数 &的递归表达式如下

&k+ 1=
1, � |  w | &c
1
2
cos (

2∃|  w |
c

)+
1
2
, � 0 ∋ |  w | < c

(18)
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其中, w= &
k
u + (1- &

k
) v, c为一正数。

3. 2. 2 � 模型的数值解

所提出混合模型数字解的算法步骤如下:

1. 初始化: 选取 &
0 ∃ [ 0, 1]、c 和 p (收敛精

度) , 并记 u
0= I n , v

0 = I n , 其中 In 为加入混合噪

声的图像, 大小为 m ( n。

2. 循环计算: k= 0,执行 3~ 9操作。

3. 根据式(9)计算

u
k+ 1
i, j = u

k
i, j+ �t!ki, j |  uki, j | , � 1 ∋ i ∋ m, 1 ∋ j ∋ n

(19)

4. 根据式(16)计算

v
k+ 1
i, j = v

k+ 1
i, j - �t�gki, j , � 1 ∋ i ∋ m, 1 ∋ j ∋ n (20)

5. 根据式(18)计算 &k+ 1。

6. 根据式(17)进行凸组合

w
k+ 1= &k+ 1

u
k+ 1+ (1- &k+ 1

) v
k+ 1

(21)

7. u
k+ 1= w

k+ 1
, � v k+ 1= w

k+ 1
(22)

8. 若| w
k+ 1
- w

k
| > p , k= k+ 1, 转向 3操作

否则转向 9操作。

9. 结束。

3. 2. 3 � 讨 � 论

所提出的混合模型结合了纯各向异性扩散和

四阶 PDE模型的去噪优点, 抑制了各自的不足。

对于模型中参数 c通常要依赖具体的遥感图像和

所含噪声率,对于同一幅图像,噪声率越大,其值

也越大,在选择 c之前可以先估计|  w |的均值,
然后在均值的附近选取 c。此外, 在计算模型的

过程中, 本文采用了有限差分的数值化方法, 对

式(8)右端通过采用中心差分的离散化方法, 算法

实现简单。

4 � 实验与讨论

为了验证本文方法的有效性, 选取了大小为

256 ( 256的三幅遥感图像作为测试图像, 将所提

出的方法与纯各向异性扩散和四阶 PDE 扩散去

噪法在多种强度的高斯噪声、椒盐噪声下的去噪

效果进行了比较,并用如下的信噪比( SNR)和归

一化的均方误差( NM SE)作为评价指标

SN R = 10 ( lg
)
n

i= 1
)
n

j = 1
( u

0
( i, j ) - mean( u

0
) )

2

)
n

i = 1
)
n

j = 1

( u
*
( i , j ) - u

0
( i , j ) )

2

( 23)

NMSE =
)
n

i= 1
)
n

j = 1
( u

*
( i, j ) - u

0
( i , j ) )

2

)
n

i = 1
)
n

j = 1
( u

0
( i , j ) )

2

( 24)

其中, u
* 是滤波输出图像; u

0 是原始无噪图像。

图 1~ 图 3分别是利用 Matlab 对遥感图像

A~ C 添加方差为 0. 02 的高斯噪声和密度为

0. 1% 的椒盐噪声,然后采用纯各向异性扩散、四

阶 PDE 模型和本文的混合模型进行去噪的结果

比较图。

图 1 � 三种方法对遥感图像 A 的去噪效果比较

Fig. 1 � The contract o f de�noising for three methods to remot e sensing image A

图 2� 三种不同的方法对遥感图像 B 的去噪效果比较

Fig. 2� T he contr act o f de�noising for three methods t o remo te sensing image B
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图 3 � 三种不同的方法对遥感图像 C 的去噪效果比较

F ig. 3� T he contr act of de�no ising fo r three methods to r emo te sensing image C

� � 从图 1~ 图 3 可以看出, 采用纯各向异性扩

散处理后的图像, 尽管对混合噪声的去除比较彻

底,但纹理细节也遭到了很大的破坏,与原始图像

中的河流与街道区域对照发现,有部分信息丢失;

采用四阶 PDE模型处理后的图像,尽管纹理细节

得到一定的保护, 但图像中仍残留着部分的椒盐

噪声和去噪后留下的麻点, 在一定程度上影响了

视觉效果; 而采用本文的混合模型,不仅对椒盐噪

声和高斯噪声得到了很好的抑制, 而且保持了原

图像中大量的细节和纹理信息。

此外,对三幅遥感图像分别加入了四种不同

强度的椒盐和高斯的混合噪声, 采用纯各向异性

扩散、四阶 PDE 模型和本文的混合模型进行去

噪,并对去噪后图像的信噪比( SNR)和归一化均

方误差( NM SE)进行统计, 结果参见表 1~ 表 3,

其中 D 表示椒盐噪声密度, V 表示高斯噪声方

差。从统计数据可以看出,对于不同的遥感测试

图像和不同强度的噪声,本文算法的客观效果均

优于纯各向异性扩散和四阶 PDE 扩散的去噪效

果,且算法的性能比较稳定。

表 1� 三种去噪模型处理遥感图像 A中不同混合噪声 SNR和 NMSE统计

Tab. 1� SNR and NMSE statistics for different mixed noise in three kinds of de�noising model for processing remote sensing

image A

噪音指数 D= 0. 05% V= 0. 01 D= 0. 1% V = 0. 02 D= 0. 1% V= 0. 05 D= 1% V = 0. 1

统计指标 SNR NMSE SNR NMSE SNR NMSE SNR NMSE

纯异性扩散 7. 91 0. 076 8 6. 35 0. 110 6 4. 35 0. 175 3 2. 84 0. 242 3

四阶 PDE模型 7. 54 0. 084 0 5. 92 0. 122 0 3. 84 0. 198 7 1. 52 0. 337 4

本文混合模型 8. 53 0. 068 4 6. 87 0. 098 3 4. 86 0. 156 2 3. 27 0. 231 2

表 2� 三种去噪模型处理遥感图像 B中不同混合噪声 SNR和 NMSE统计

Tab. 2� SNR and NMSE statistics for different mixed noise in three kinds of de�noising model for processing remote sensing

image B

噪音指数 D= 0. 05% V= 0. 01 D= 0. 1% V = 0. 02 D= 0. 1% V= 0. 05 D= 1% P V = 0. 1

统计指标 SNR NMSE SNR NMSE SNR NMSE SNR NMSE

纯异性扩散 12. 03 0. 025 9 10. 46 0. 037 5 8. 24 0. 062 3 6. 74 0. 087 8

四阶 PDE模型 11. 56 0. 029 1 9. 82 0. 043 4 7. 72 0. 070 3 5. 94 0. 106 2

本文混合模型 12. 43 0. 023 8 10. 78 0. 342 5 8. 72 0. 056 7 7. 12 0. 081 4

表 3 � 三种去噪模型处理遥感图像 C中不同混合噪声 SNR和 NMSE统计

Tab. 3� SNR and NMSE statistics for different mixed noise in three kinds of de�noising model for processing remote sensing

image C

噪音指数 D= 0. 05% V= 0. 01 D= 0. 1% V = 0. 02 D= 0. 1% V= 0. 05 D= 1% V = 0. 1

统计指标 SNR NMSE SNR NMSE SNR NMSE SNR NMSE

纯异性扩散 8. 45 0. 014 2 7. 06 0. 019 7 5. 43 0. 028 6 4. 16 0. 038 3

四阶 PDE模型 7. 78 0. 016 6 6. 61 0. 021 8 4. 87 0. 032 5 4. 32 0. 036 2

本文混合模型 8. 89 0. 013 2 7. 43 0. 017 6 5. 89 0. 026 0 4. 74 0. 033 4
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� � 进一步, 图 4、5分别给出了加入 D= 0. 1% ,

V= 0. 02混合噪声的遥感图像 A 利用三种方法进

行去噪时迭代次数与去噪的信噪比和归一化方差

之间的关系,其中迭代步长取为 0. 02。可以看出,

三种方法相比,利用本文提出的混合模型可以达到

去噪遥感图像信噪比的最大和归一化方差的最小。

取得这两个极值的迭代次数通常在 60~ 160之间。

图 4 � 信噪比与迭代次数之间的关系图

F ig. 4 � The relat ionship betw een SNR and the

number of iterations

图 5 � 归一化方差与迭代次数之间的关系图

F ig . 5 � The relationship betw een no rmalized var i�

ance and the number o f iter ations

� � 为了更好地验证本文方法的有效性,选取一

真实含噪声遥感影像(图 6( a) )利用本文方法(图

6( d) )与纯各向扩散 (图 6( b) )、四阶 PDE 扩散

(图 6( c) )的去噪效果进行比较, 可以看出本文方

法在去除噪声的同时具有相对更好的纹理细节保

护和视觉效果。

图 6� 三种不同的方法对某一真实遥感图像的去噪效果图

F ig. 6� De�noising result o f three different methods fo r a r eal r emo te sensing image

5 � 结 � 论

本文基于纯各向异性扩散模型在去除椒盐噪

声的优势和保持图像边缘的能力,以及四阶 PDE

模型能够抑制阶梯效应和保护细小纹理的特点,

提出了一种混合的 PDE去噪模型,该模型克服了

传统的纯各向异性扩散模型在平滑区域过度扩

散、产生阶梯效应和四阶 PDE模型在去噪的同时

过多损失边缘信息的弱点, 在有效去除遥感图像

中高斯和椒盐混合噪声的同时, 很好地保持了图

像的边缘和纹理细节信息。
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