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Abstract : In order to ma na ge the operational problems of sa tel li te clocks using Kalman fil ter, its cova ria nce mat r-i

xes need to be determined. A Kalman fi lter equat ion for Rubidium clocks wa s presented at first. A method for est-i

ma ting the process noises a nd the observation noises of Kalma n filter using total Ha damard va ria nce was deduced.

And then the prediction covari ance represented by a function of the Ka lman Filter process noises and the observa-

tion cova ria nce was constructed. The precision of prediction was a nalyzed using the 5-min precise clock data of

GPS Block IIR rubidium clocks. The results show that: ¹ the prediction precision is 1 ns or so when prediction time

is within one hour; º the prediction precision is ( 8~ 9) ns when prediction time is wi thin 6 hours. Then the correct-

ness is further verified.
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摘  要:用 Ka lman滤波实时监测卫星钟运行状况,需要确定 Kalma n滤波协方差阵。首先介绍适用于铷钟的 Kalman

滤波方程,推导基于哈达玛总方差的 Kalman滤波过程噪声参数和观测噪声估计方法,并在此基础上构造 Ka lman滤波

状态噪声协方差阵和观测噪声协方差阵。利用 GPS Block IIR铷钟事后处理的采样间隔为 5min的精密钟差数据进行了

预报分析,结果表明,当预报时间为 1 h时,预报精度在 1 ns左右;当预报时间为 6 h时,预报精度在( 8~ 9) ns之间。进

一步验证 Ka lma n滤波协方差阵估计方法的正确性。
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1  引  言

原子钟的时差、频差和频漂估计通常采用事

后批处理技术, 如方差分析、频谱分析和极大似然

估计等。不过, 事后处理技术存在一个问题: 不能

实时监测卫星钟的运行状况, 且不能实时形成稳

定的时间尺度, 为此国外许多学者研究了原子钟

参数估计的 Kalman滤波算法。研究成果可归结

为两类: 在函数模型方面, Shmaliy 等根据 GPS

定时接收机驱动的铷钟和石英钟的定时模式, 比

较分析 1维滤波模型、2 维滤波模型和 3维滤波

模型[ 1-2] ; Su等推导非线性频漂情况下的 Kalman

滤波方程[ 3-4] ; Stein 等给出原子钟参数实时估计

的 Kalman滤波算法, 其状态噪声协方差阵和观

测噪声协方差阵采用噪声谱密度经验值
[ 5-6]
。在

随机模型方面, Hutsel l等推导了基于哈达玛方差

的 Kalman滤波过程噪声参数计算公式, 并对在

轨 GPS铷钟进行状态参数预报分析 [ 7-9] ; David等

研究原子钟受调频闪变噪声影响时的 Kalman滤

波算法[ 10] ; Greenhall 等研究基于原子钟组的

Kalman滤波时间尺度算法[ 11-13] ; Breakiron 在估

计 Kalman滤波过程噪声参数的基础上, 用两参

数 Kalman滤波估计主动型氢钟和铯钟的频差和

频漂, 生成频率稳定度与事后处理相当的时间

尺度[ 1 4-15] 。

GPS主控站采用 Kalman滤波来实时监测所

有卫星钟的运行状况。铯钟和被动型氢钟常采用

阿伦系列方差分析其频率稳定性, 并在此基础上

估计 Kalman 滤波过程噪声参数, 进而可采用

Kalman滤波监测其运行状况; 而铷钟不仅有明
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显的频漂,而且当平滑时间较长时,还会受到甚低

频噪声影响, 此时应采用三次采样方差-哈达玛方

差, Hadamar d-Q 方程能为运行应用提供无偏、收

敛的估计结果
[ 8, 16-17]

。NGA 和美国海军研究所

基于 Kalman滤波对监测站原子钟、主控站原子

钟以及卫星钟进行监测和运行分析, 以发现钟在

运行中存在的问题, 并确定钟的性能指标, 为

GPS系统的运行维护提供了依据[ 16, 18-19 ]。为提

高平滑时间较长时估值的置信度, 应采用哈达玛

总方差分析铷钟的频率稳定性。虽然国外学者在

Kalman滤波实时参数估计方面做了许多研究工

作,但基于哈达玛总方差估计 Kalman 滤波过程

噪声参数的文献未见报导。考虑到铷钟的短期稳

定性优于铯钟, GPS Block IIR卫星上只搭载了 3

台铷钟, Galileo 卫星也将搭载 2 台铷钟和稳定性

指标更好的 2台被动型氢钟, 我国自主的导航系

统也采用铷钟, 为此,本文将主要研究适用于铷钟

的 Kalman滤波方程。

2  Kalman滤波方程及其估值

铷钟的 Kalman滤波状态方程可表示为
[ 7]
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式中, S为预报时间; x ( t)、y ( t)和 z ( t )分别为 t时

刻的时差、频差和频漂值, 且 y ( t )是 x ( t)的时间

导数, z ( t )是 y ( t )的时间导数; $x、$y 和 $z 为独

立于 x ( t)、y ( t )和 z ( t)的随机模型误差, 其均值

为零。

式(1)可表示为如下简化形式

X k= 5k, k- 1X k- 1 + Wk (2)

式中, X k = [ x ( t+ S) y ( t+ S) z ( t+ S) ] T 为 t k

时刻的 3维状态向量, t k 时刻与 t k- 1时刻的时间

间隔为 S; 5k, k- 1为 3 @ 3维状态转移矩阵; Wk 为 3

维动态模型误差向量, 其协方差阵为 2W
k
,可以表

示成 Kalman滤波过程噪声参数( qs)的函数 [ 7-8]
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k
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式中, q1 为对应于 $x 的过程噪声参数,可用调相

随机游走噪声( A= 0)描述; q2 为对应于 $y 的过

程噪声参数,可用调频随机游走噪声( A= - 2)描

述; q3 为对应于 $z 的过程噪声参数,可用调频随

机奔跑噪声( A= - 4)描述。

铷钟时差数据的观测方程可表示为

Lk= AkX k+ $k (4)

式中, Lk = x ( t + S) 为 1 维观测向量; Ak =

[ 1 0 0]为 1 @ 3维设计矩阵; $k 为 1维观测噪

声向量,其均值和协方差阵分别为零和 2k , 且 $k

和Wk 不相关。

根据式(2) ,预报状态向量及其协方差矩阵可

分别表示为

Xk= 5k, k- 1X̂k- 1 (5)

2�X
k
= 5k, k- 1 2X̂

k- 1
5T

k, k- 1+ 2w
k

(6)

式中, X̂k- 1和 2X̂
k- 1
分别是 t k- 1时刻的状态向量估

值及其协方差阵。

结合式(4) , Kalman滤波估值及其协方差矩

阵可表示为如下形式

X̂k= Xk+ Kk ( Lk- Ak X k ) (7)

2X̂ k= ( I- K kA k ) 2X k (8)

Kk= 2XkA
T
k (Ak 2XkA

T
k + 2k )

- 1
(9)

于是, Kalman滤波时差估值和预报值的残差均

方根可分别按以下两式计算
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E
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i = 1
( x̂ ( ti ) - x ( t i ) )

2

l
(10)

RMS =
E
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2

l
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式中, x̂ ( ti )和�x ( t i )分别为 ti 时刻的 Kalman滤波

时差估计值和预报值; x ( ti )为 ti 时刻的时差观测

值; l 为时差估计值或预报值的个数。

由式(5) ~ 式( 9)可知, 求解 Kalman 滤波方

程关键是确定状态噪声协方差阵和观测量协方差

阵,而状态噪声协方差阵可由原子钟的 Kalman

滤波过程噪声参数来表示,因此,有必要研究铷钟

的 Kalman滤波过程噪声参数计算方法。

3  基于哈达玛总方差的 Kalman滤波过程

噪声参数估计

  基于时差数据的哈达玛总方差表达式为 [ 19]
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式中, S= mS0 为平滑时间, m为平滑因子; S0 为原

始数据采样间隔; N 为时差数据个数; {
0
x

#
i }为由

去除频漂的原始时差数据子序列映射延伸得到的

子序列。

为了方便分析哈达玛总方差, 式(12)可表示

为如下简化形式

H R
2
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1
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1
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(13)

结合式(1) ,计算相邻时差、频差、频漂数据的

差分,并代入式(13) ,整理可得 [ 17]
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2
total (S)=

1
6S

2 { E[ $x i+ 3 ]
2
+ E[ - 2$x i+ 2 +

S$y i+ 2+ ( S
2
/ 2)$z i+ 2 ]

2
+ E[ $x i+ 1-

S$y i+ 1+ ( S
2
/ 2)$z i+ 1 ]

2
} (14)

结合式(3) ,计算式(14)右端三项
[ 17]
。于是,

式(14)可表示为

 H R2total( S)= q1S- 1 + q2S/ 6+ 11q3S3
/ 120

 ( A= 0、- 2、- 4) (15)

其中, q1、q2、q3 分别为对应于 A= 0、- 2、- 4

的 Kalman滤波过程噪声参数, 而 A表示能量谱

噪声指数, A= 0、- 2、- 4分别对应调频白噪声、

调频随机游走噪声和调频随机奔跑噪声。

式( 15)仅包含三种噪声, 而铷钟不仅受以上

三种噪声影响, 还会受调相白噪声( A= 2)影响,此

时需要用代表性误差来补偿。假设调相白噪声是

铷钟的惟一主要噪声分量,此时所有时差数据不

相关,于是, 可令 q0= E [ x i ]
2
, 且 q0 与时间无关。

式(13)可表示为

H R2
total (S)=

1
6S2

{ E[ x i+ 3 ]
2+ E[ - 3x i+ 2 ]

2 +

E [ 3x i+ 1 ]
2
+ E[ - x i ]

2
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2
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10
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当调相白噪声和状态噪声协方差阵包含的三

种调频噪声同时存在, 且假设调相白噪声与其他

三种噪声不相关时, 式(15)和式(16)可合并为

 H R2total (S)= (10/ 3) q0 S- 2+ q1S- 1+ q2S/ 6+

11q3S3 / 120

 ( A= 2、0、- 2、- 4) (17)

上式把原子钟的时差观测量和 Kalman滤波

过程噪声参数联系起来,用三个独立的过程噪声

参数 q1、q2、q3 描述原子频标噪声, 用代表性误差

参数 q0 表示测量噪声, 参数 q0 主要用来吸收调

相白噪声和调相闪变噪声,以及模型误差影响。

由推导过程可知, 铷钟状态估计采用二次

多项式模型, 没有考虑频漂的时变延迟参数, 实

际上, 铷钟的频漂不是一常量, 而是随时间变化

的量, 因此, Kalman滤波随机参数还吸收了部分

没有模型化的频漂变化。当预报时间不长时,

可认为铷钟的频漂为一常量; 如果要对铷钟进

行长期预报分析, 从理论上讲, 尽量不要用统计

方法描述系统性变化分量, 而应采用函数模型

(如对数模型、指数模型)来估计频漂的非线性

变化分量。

4  计算与分析

为了验证上述过程噪声参数估计方法的有效

性,并分析铷钟的 Kalman 滤波预报特性, 采用

Block IIR PRN16事后处理的采样间隔为 5 min

的精密钟差文件进行计算分析, 从 2004 年 9 月

26日 0点至 2005年 8月 10日 23点 55分约 319

天的数据,数据已进行过预处理,没有明显的异常

点。首先采用前 284天的数据对卫星钟进行频率

稳定性分析,计算其哈达玛总方差,在此基础上估

计这台钟的过程噪声参数[ 17] , 进而给出状态噪声

协方差阵和测量噪声方差; 而后, 采用后 35天数

据用标准 Kalman 滤波估计铷钟的三个状态参

数,即时差、频差和频漂, 并对铷钟的 Kalman 滤

波预报特性进行计算分析。

在计算 Kalman 滤波过程噪声参数时, 由

式( 17)组成观测方程,其观测向量的协方差阵可

根据平滑时间 Si 上H R2
total (Si )的 1R置信区间的平

方来计算。由此估计的过程噪声参数 q0、q1、q2

和 q3 分别为1. 60 @ 10- 4、2. 3 @ 10- 22、1. 5 @ 10- 32

和 4. 2 @ 10- 44。

计算出过程噪声参数后, 由式(3)估计状态噪

声协方差阵。q0 参数即为时差观测量的测量精

度,不过 q0 参数还吸收了部分模型误差。基于上

述噪声协方差阵估计的 Kalman 滤波状态参数估

计值和预报值见图 1~ 图 3。

由图 1~ 图 3可知, 基于哈达玛总方差分析

计算出 Kalman滤波方程的状态噪声协方差阵和

测量噪声方差后, 用 Kalman 滤波对铷钟进行实

时状态参数估计是可行的, Kalman 滤波时差分

量估计值与测量值的残差均方根不到 1 ns。
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图 1  时差分量的估计值和预报值

F ig . 1  Est imated and predicted time bias

图 2  频差分量的估计值和预报值

F ig . 2  Est imated and predicted frequency bias

图 3  频漂分量的估计值和预报值

Fig . 3  Est imated and predicted frequency drift

  由图 1~ 图 3和表 1可知, Kalman 滤波可用

来对卫星钟状态参数进行预报,如时差、频差和频

漂。为了分析预报精度,计算了时差数据不同预

报时间的残差均方根, 结果表明, 当预报时间为

1 h时,预报精度在 1 ns 左右; 当预报时间为 6 h

时,预报精度在( 8~ 9) ns之间; 当预报时间为 1 d

时,预报精度在( 30~ 40) ns之间;当预报时间达

到 15 d时, 预报精度在( 500~ 600) ns 之间,接近

于微秒量级 10- 6。

表 1  时差分量的 Kalman滤波预报精度

Tab. 1  Kalman Prediction precision of time error / s

5 min 30 min 1h 2 h 3 h

RMS 9. 0@ 10- 10 8. 3@ 10- 10 1. 3@ 10- 9 2. 6@ 10- 9 4. 1@ 10- 9

4 h 6 h 12h 1 day 2 day

RMS 5. 6@ 10- 9 8. 6@ 10- 9 1. 8@ 10- 8 3. 6@ 10- 8 7. 3@ 10- 8

3day 4 day 6 day 12 day 15day

RMS 1. 1@ 10- 7 1. 5@ 10- 7 2. 2@ 10- 7 4. 4@ 10- 7 5. 5@ 10- 7

由于卫星钟观测数据每个历元只有一个观测

值,无法进行粗差探测,于是观测量的质量控制是

一个问题。当数据质量不太好时, 把观测噪声方

差设一较大数值,此时充分利用状态方程信息,标

准 Kalman滤波仍可给出可靠的参数估值。

5  结  论

1. 基于哈达玛总方差分析计算出 Kalman

滤波的状态噪声协方差阵和测量噪声方差后, 用

Kalman滤波进行铷钟的实时状态参数估计是可

行的,主控站可用该方法实时监测卫星钟运行状

况, 并在此基础上分析时差、频差和频漂的变化

规律。

2. 该方法充分利用了原子钟噪声信息,可用

来对卫星钟时差、频差和频漂进行短期预报。

需要说明的是,所有计算都是基于这样一个

假设前提:频漂为线性。当预报时间较短时,可以

认为频漂在这一时间段内为线性; 而当预报时间

较长时,需要考虑原子钟频漂的非线性特性,这也

是上述 Kalman滤波模型不适用于长期预报的原

因之一。此时应采用对数模型或指数模型等来拟

合频漂,以提高预报精度,这是下一步的工作。

参考文献:

[ 1]  SHM ALIY Y S, IBARRA M O, ARCEO M L. A Numer-i

cal Comparison of the U nbiased FIR and Kalman Filters in

Applicat ions to GPS-b ased Tim ekeepin g [ C] MProceedings

of the 37th Annu al Pr ecis e T ime and T ime Interval ( PTT I)

Meet ing. Vancou ver: [ s. n. ] , 2005: 668-671.

[ 2]  SHMALIY Y S, MARIENKO A V, SAVCHUK A V.

GPS- based Opt imal Kalman Est imation of T ime E rror,

Frequ ency Of fs et and Aging [ C] MProceedings of the 31st

Annual Precise T ime and Tim e In terval ( PT T I) M eetin g.

149



April 2010 Vol . 39 No. 2 AGCS http: Mxb. sinomaps. com

California: [ s . n. ] , 2000: 431-440.

[ 3]  SU W, FILLER R L. Applicat ion of Kalman Filterin g

T echniques to the Pr ecis ion Clock w ith Non- constant

Aging [ C ] M1992 IEEE Fr equency Cont rol S ymposium .

Penn sylvania: [ s. n. ] , 1992: 231-237.

[ 4]  SU W, FILL ER R L. A New Approach to C lock Modelin g

and Kalman Filter T ime and Frequen cy Predict ion [ C ] M

1993 IEEE Frequency C on tr ol Sym posium. Sal t Lake City:

[ s. n. ] , 1993: 331-334.

[ 5]  ST EIN S R. Kalm an Filter Analys is of Preci sion Clocks

w ith Rea-l t ime Parameter Est imat ion [ C] M43rd Annual

Frequ ency Cont rol Symp os ium. Denver: [ s. n . ] , 1989:

232-236.

[ 6]  ST EIN S R, FILLER R L. Kalm an Fil ter Analys is for Real

Tim e Applicat ions of Clocks and Oscillator s[ C] M42nd An-

nual Frequen cy Cont rol S ymposium . Bal tim ore: [ s. n . ] ,

1988: 447-452.

[ 7]  HUT SELL S T . Relat ing the Hadam ard Variance to MCS

Kalman Filter Clock E st imation [ C] MProceedings of the

27th Annu PTT I S yst Applicat ions Meet ing. San Diego:

[ s . n. ] , 1995: 291-301.

[ 8]  HUT SELL S T , RE ID W G, BUISSON J A, et al. Opera-

t ional Use of th e Hadamard Variance in GPS [ C] MProcee-

din gs of the 28th Annu PT T I Syst Applicat ions M eetin g.

Reston : [ s. n. ] , 1996: 201-213.

[ 9]  EPSTEIN M, FREED G, RAJAN J. GPS IIR Rubidium

Clocks : In-orbit Performance Aspects [ C] MProceedings of

th e 35th Annual Preci se Time and T ime In terval ( PT TI )

Meet ing. S an Diego: [ s. n. ] , 2003: 117- 134.

[ 10]  DAVIS J A, GREENHALL C A, STACEY P W. A Kal-

man Filter Clock Algorithm for Use in the Pres ence of

Fl icker Frequen cy M odu lat ion Noise [ C] MPr oceedings of

th e 35th Annual Precise Tim e and Tim e Inter val ( PT TI )

M eetin g. S an Diego: [ s. n. ] , 2003: 281- 296.

[ 11]  GREENHALL C A. Form ing Stable T imescales f rom the

J on es-T ryon Kalman Filter [ J ] . Met r ologia, 2003, 40

( 3) : 335-341.

[ 12]  YANG Yuanxi, H E Haibo, XU T ian he. Adapt ive Robu st

Fil tering for Kinematic CPS Posit ioning [ J] . Acta Geo-

daet ica et Cartographica Sinica, 2001, 30 ( 4 ) : 293- 298.

(杨元喜,何海波,徐天河. 论动态自适应滤波 [ J] . 测绘学

报, 2001, 30( 4) : 293- 298. )

[ 13]  YANG Yuanxi, GAO Weigu ang. Integrated Navigation

by Usin g Variance C om pon ent Est im ates of Mu lt-i s ens or

Measurem ents and Adapt ive Weights of Dynamic Model

Informat ion[ J] . Acta Geodaet ica et Cartographica Sin ica,

2004, 33( 1) : 22-26. (杨元喜, 高为广. 基于方差分量估

计的自适应融合导航[ J ] . 测绘学报, 2004, 33 ( 1) : 22-

26. )

[ 14]  BREAKIRON L A. A Kalman Filter for Atomic Clocks

an d T imescales [ C] MProceedings of th e 33rd Annual Pre-

cise Time and Time Interval ( PT TI ) M eetin g. Lon g

Beach: [ s . n. ] , 2001: 431-444.

[ 15]  BREAKIRON L A. Kalman Fil ter Characterizat ion of Ce-

s ium Clocks and H ydrogen Masters [ C] MProceedin gs of

th e 34th Annual Precise Tim e and Tim e Interval ( PT T I)

M eetin g. Reston: [ s . n. ] , 2002: 511-526.

[ 16]  HOWE D A, BEARD R L, GREENHALL C A, et al .

E nhancements to GPS Operat ions and Clock Evaluat ions

U sing a / T otal0 Hadam ard Deviat ion [ J] . IEEE T ransac-

t ions on Ul t ras onics, Ferroelect rics, an d Frequency C on-

t rol, 2005, 52( 8) : 1253-1261.

[ 17]  GUO Hairong. Study on the Analys is T heories and Algo-

rithm s of th e Tim e and Frequ ency Ch aracterizat ion for A-

tomic Clocks of Navigat ion Satel lit es [ D] . Zhengzhou: In-

s titute of Surveyin g and Mapping, Informat ion E nginee-

r ing U nivers ity, 2006: 151-157. (郭海荣. 导航卫星原子

钟时频特性分析理论与方法研究[ D] . 郑州:信息工程大

学, 2006: 151-157. )

[ 18 ]  MANNING D M . NGA GPS Monitor Stat ion H igh-

performance Ces ium Frequen cy S tandard Stabilit y: From

NGA Kalman Filter Clock E st imators [ C ] MProceedings

of the 37th Annual Precis e T ime and T ime Interval ( PT-

TI) Meet ing. Vancouver: [ s. n. ] , 2005: 840-849.

[ 19]  OAKS J, SENIOR K, LARGAY M, et al. NRL Analysis

of GPS On-orbi t Clocks [ C] MProceedings of the 37th An-

nu al Precis e T ime and T ime Interval ( PTT I ) M eetin g.

Vancou ver: [ s. n. ] , 2005: 12-18.

(责任编辑:雷秀丽)

收稿日期: 2008-05-07

修回日期: 2009-10-23

第一作者简介: 郭海荣( 1977 ) ) ,女,博士,主要从事高精

度 GPS 动态数据处理、导航卫星原子钟时频特性等方面

的研究。

Fi rst author : GUO Ha irong, ( 1977) ) , fema le, PhD,

majors in precise kinematic GPS data processing and

qua lit y control , time and frequency cha racteri zat ion of

an atomic clock.

E-mail : hai rongguo@263. net

150


