
  
第 39卷  第 2期 测  绘  学  报 Vol. 39, No. 2
 2010年 4月 Acta Geodaetica et Ca rtographica Sinica Apr. , 2010
第 39卷  第 2期 测  绘  学  报 Vol. 39, No. 2
 2010年 4月 Acta Geodaetica et Ca rtographica Sinica Apr. , 2010

文章编号: 1001-1595( 2010) 02-0141-05

P-范分布混合整数模型极大似然估计
李博峰1 , 沈云中1, 2

1. 同济大学 测量与国土信息工程系, 上海 200092; 2. 现代工程测量国家测绘局重点实验室, 上海 200092

Maximum Likelihood Estimation in Mixed Integer Linear Model with P-normDistribution
LI Bofeng1, SHEN Yunzhong1, 2

1. Department of Surveying and Geo-informatics Engi neering, Tongji University, Shangha i 200092, China; 2. Key Labora tory of

Advanced Surveying Engineeri ng of SBSM, Shangha i 200092, China

Abstract : The integer pa rameters must be primari ly estima ted in the GNSS a nd InSARa ppl ication, which essent ial ly

introduces a special mixed integer model with both rea-l and integer-valued pa rameters fromma thematica l point of

view. Up to now, al l methods for mixed integer model a re based on the lea st squa res cri terion. In this paper, the

pa rameter est imation wil l be investigated in mixed integer model wi th the P-norm dist ributed observa tion noises.

Fi rst of all , we wil l employ the ma ximum l ikel ihood estimation theory to derive the criterion for integer searching,

considering the fact that only real pa rameters ca n be different iated but not the integer parameters due to thei r dis-

crete property, and further verify that least squares ba sed integer searching criterion is just a ca se wi th normal ly

distributed noises. Secondly, the approach a nd i terati ve procedure a re given for est imating p , sea rching integers

and solving rea-l valued parameters. Fina ll y, the simulated experiments are implemented to veri fy the correctness

of the derived formula e a nd proposed a lgori thm.
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摘  要:研究 P-范分布混合整数模型参数估计理论,首先采用极大似然理论,顾及实参数可导而整参数不可导,导出 P-

范分布整数搜索准则,并证明最小二乘整数搜索准则是它的一个特例;然后给出 P-范分布混合整数模型的 p 参数估计、

整参数搜索和实参数求解的方法和计算流程;最后通过模拟算例分析和验证本文模型和计算方法的正确性。
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1  引  言

从早期的相位电磁波测距到目前的高精度

GNSS定位以及 InSAR解缠, 都需要求解整数参

数,它们的观测模型都含有实参数和整参数。徐

培亮引入/混合整数模型0的概念来描述这种特殊
的数学模型,并指出所有的纯实数和纯整数模型

都只是它的退化形式, 但其对混合整数模型的研

究都是基于观测噪声服从正态分布的[ 1]。

只有当观测误差服从正态分布时,采用最小

二乘准则才能获得参数的最优无偏估值。但在测

量数据的采集、录入及处理过程中,不可避免地受

到外界条件、人为因素等的影响,导致观测误差不

是正态分布,而是根据观测值合理选取 p 值的 P-

范分布[ 2] ,此时采用最小二乘估计不能得到参数

的最优估值。P-范分布的常用退化分布有: 拉普

拉斯分布、正态分布、均匀分布等
[ 3]
。对于实参数

观测模型的 P-范分布估计理论已有深入研究。

孙海燕等对 P-范分布理论进行了较系统的研

究[ 3-8] ,并提出采用拉普拉斯分布与正态分布或正

态分布与均匀分布的线性组合去逼近 P-范分布,

回避了 P-范分布概率密度函数的复杂性
[ 4]
。於

宗俦等从附有约束条件的条件平差模型(又称概

括模型)出发, 导出了多元和多母体 P-范极大似

然平差公式 [ 5- 6] 。文献[ 7]构造了 P-范分布方差

估值的 Vp 统计量,并研究了它的假设检验方法。

此外,文献[ 2]和[ 8]分别讨论了一元有界 P-范分

布的参数估计和一元 P-范分布的半参数模型,试

验表明有界 P-范估计能够更合理地确定 P-范分

布的各项参数。然而, 目前对混合整数模型的参

数估计只是直接采用最小二乘准则, 当观测噪声

服从 P-范分布时,混合整数模型的估计理论研究

尚处于空白。

研究 P-范分布混合整数模型估计理论,首先
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采用极大似然估计理论,顾及实参数可导而整参

数不可导, 导出了 P-范分布整数搜索准则, 并证

明最小二乘整数搜索准则是它的一个特例;然后

给出了 P-范分布混合整数模型的 p 参数估计、整

参数搜索和实参数求解的方法和计算流程。理论

上,合理的 p 值体现观测误差最符合的分布, 即

使观测噪声服从或者近似地服从正态分布,基于

最小二乘的混合整数模型也仅为基于 P-范分布

极大似然估计的特例。

2  P-范分布混合整数模型的等价整参数

估计

2. 1  P-范分布整数搜索准则

混合整数线性(或线性化)观测模型
[ 1]

E= Ax+ Bz- l (1)

其中, l与E分别为n 维观测值向量与观测噪声向

量,其数学期望和方差分别为

E ( l) = 0, E ( l) = Ax + Bz= LL

D ( l)= D ( E)= DL = R
2
0QE

(2)

其中, R20 和 QE分别为先验方差因子和先验协因数

阵; x 为m 维实参数向量, A为对应设计矩阵; 混

合整数模型式( 1)与实参数模型的区别在于包含

了 t维整参数向量 z, B为它的设计矩阵。不失一

般性,假设观测噪声 E服从多元 P-范分布, 则它

的概率密度函数为
[ 10]

f (E, p , R0)=
( pK)

n

2n#n 1
p

Rn
0 | QE| 1/ 2

exp -
K
R0

p

+Q
- 1/ 2
E E+p

p (3)

其中,K= #(3/ p ) / #(1/ p ) , �( x ) 为伽玛函数;

+x +p =

p

E
n

i= 1
| x i |

p
表示向量x 的p 范值, | #|

为取绝对值; p 是 P- 范分布参数;通常 QE为对称

正定矩阵,可分解 QE = Q
1/ 2
E (Q

1/ 2
E )

T
, 从而 Q

- 1
E =

Q
- 1/ 2
E (Q

- 1/ 2
E )

T
。给式(1) 两边同时左乘矩阵 Q

- 1/ 2
E ,

得线性变换后的混合整数观测模型

�l= �Ax+ �Bz+ E (4)

其中, E= Q
- 1/ 2
E E, �A = Q

- 1/ 2
E A, �B = Q

- 1/ 2
E B, �l =

Q
- 1/ 2
E l。变换后的误差向量 E的协因数阵Q�E为单

位阵。P-范分布概率密度函数式(3)变为[ 10]

f (E, p , R0)=
( pK) n

2n#n
(1/ p ) Rn0

exp -
K
R0

p

+E+ p
p

(5)

两边同取自然对数

lnf (E, p , R0)= n lnp+ lnK- ln2- ln#
1
p

-

lnR0 -
K
R0

p

+E+ p
p (6)

根据极大似然估计理论, 在极大化式(6)的情况下

求解参数 x、z、p 和R0 ,等价于最小化目标函数

g(E, p , R0) =
K
R0

p

E
n

i= 1

| Ei |
p
- n lnp + lnK-

ln #
1
p

- lnR0 = min (7)

如果将 E也当作未知参数, 则需要引入约束方程

式(4) ,构造拉格朗日极值函数 �

5= g(E, p , R0) + k
T
(�Ax+ �Bz- E- �l )= m in (8)

其中, k= ( k1 , kn)
T 为未知联系数向量。先

对 E求导

5 5
5E

= (
5 5
5�E1 , 5 5

5�En )=
K
R0

p
| �v 1 | p- 2�v 1

  s

| �v n | p- 2�v n

T

- k
T = 0

(9)

其中

�v= �Ax̂+ �Bẑ- �l (10)

是 E的估值。令 �W= diag ( | �v 1 | p- 2  ,  

|�v n |
p - 2

) ,�v= (�v 1 , �v n )
T
, 同时考虑( K/ R0 )

p X
0,则

k= �W�v (11)

在纯实数模型中,只需要对所有的参数求导,

但在混合整数模型中, 由于整参数的非连续性导

致不能对其求导[ 9]
,所以求实参数 x的导数

5 5
5x =

5 5
5x 1

, 5 5
5x n

= k
T�A= 0 (12)

将式(10)、式( 11)代入式(12) ,得

�AT �W�Ax̂+ �AT �W�Bẑ= �AT�W�l (13)

得到实参数 x的估值

x̂= (�AT �W�A) - 1
(�AT �W�l- �AT �W�Bẑ) (14)

为了求解参数 p 和 R0 , 还需要计算目标函数

式(8)分别对 p 和 R0 的导数,为此引入普西函数

W( x )= #c( x ) / #( x ) ,经过类似文献[ 10]的推导得

 p + W
1
p

- ln
n
p

+ ln E
n

i= 1
| �v i |

p
-

p E
n

i = 1

( | �v i |
p ln | �v i | )

E
n

i= 1
| �v i |

p

= 0 (15)

R̂
p
0 =

p
n

#(3/ p )
#(1/ p )

p
2

E
n

i = 1
| �v i |

p
(16)
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如果参数 p 和 R0 事先已知或者在迭代求解过程

中固定,则式(6)等价于

h( z)= +E+ p
p= +�Ax+ �Bz- �l +p

p = m in (17)

将式(13)代入式(17) ,

h( z)= +�A(�AT �W�A) - 1�AT �W(�l- �Bz)+ �Bz- �l + p
p=

+�R�Bz- �R�l + p
p= min (18)

其中,�R= I- �A(�AT �W�A) - 1�AT �W= I- �J 是幂等阵,

即�R�R= �R, 且�RT �W= ( I- �J) T �W是对称阵, I表示

单位阵。将幂等阵 �R左乘于观测方程式 (4) , 得

整参数观测方程

�RE= �Rl- �RBz (19)

由于整参数为离散型参数,无法直接求解,只能通

过搜索得到,因此式( 19)、(18)为 P-范分布混合

整数模型的等价观测方程和整参数解算准则。确

定整参数 z后,回代到式(14)求解实参数。

2. 2  正态分布整参数搜索准则

当观测误差服从正态分布时, 即 p = 2, �W=

I, �R = I - �A (�AT�A)
- 1 �AT

, 则整参数搜索准则式

(18)可简化为

h( z)= +�R�Bz- �R�l + 2
2= (�R�Bz- �R�l )

T
(�R�Bz- �R�l) =

�l
T
�R

T
�R�l- �l

T
�R

T
�R�Bz- z

T
�B

T
�R

T
�R�l+

z
T
�B

T
�R

T
�R�Bz (20)

考虑到 �R为对称幂等阵, 满足 �R�R= �RT�R= �R和

�R T = �R,则

h( z)= �l
T
�R�l- �l

T
�R�Bz- z

T
�B

T
�R�l+ z

T
�B

T
�R�Bz=

z
T
Q

- 1
ẑ
f
z- ẑ

T
f Q

- 1
ẑ
f
z- z

T
Q

- 1
ẑ
f
ẑ f + ẑ

T
f Q

- 1
ẑ
f
ẑ f -

ẑ
T
f Q

- 1
ẑ
f
ẑ f + �l TR�l= ( z- ẑ f )

T
Q

- 1
ẑ
f
( z- ẑ f )+

�lT�R�l- ẑ
T
f Q

- 1
ẑ
f
ẑ f = min (21)

其中, ẑ f = (�BT�R�B)
- 1 �BT�R�l = Q̂z

f
�B T�R�l 和 Q

- 1
ẑ
f
=

�BT�R�B分别为整参数浮点解及其协方差矩阵。由

于此时�R为常数矩阵, 因此准则式( 21)严格等

价于

( z- ẑ f )
T
Q

- 1
ẑ ( z- ẑ f )= min (22)

这也就是解算 GPS 模糊度通常采用的最小二乘

整参数搜索准则 [ 11]
,同时也说明当观测误差服从

正态分布时,采用极大似然估计与最小二乘估计

是等价的。

3  P-范分布混合整数模型参数估计算法

P-范混合整数模型参数估计算法分三个部分

(如图 1的虚线框所示) : 部分 Ñ为观测方程预处

理,即观测方程权矩阵的单位化;部分 Ò 求解整参

数,先求浮点解,然后搜索固定;部分 Ó 求解实参

数的固定解,即利用固定的整参数将混合整数模

型转化为纯实参数模型,按照常规的 P-范实参数

模型求解。下面详细讨论算法步骤:

图 1 P-范混合整数模型参数估计算法流程

Fig . 1  F lowchart for pa rameter estimation in

mixed integer model w ith P-norm distr-i

bution

1. 若观测方程的协因数阵不是单位阵,对观

测方程按照式( 4)变换,使变换后的协因数阵为单

位阵;

2. 对整参数作实数近似, 对其也求导, 经过

类似 2. 1的推导,得到法方程

�A
T
�W�A �A

T
�W�B

�B
T
�W�A �B

T
�W�B

x̂

ẑ
=

�A
T
�W�l

�B
T
�W�l

(23)

采用式(10)、( 23)、( 15)和(16)迭代计算参数浮点

解 x̂f 、̂z f、p 和 R̂0f ;
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3. 根据整参数浮点解 ẑ f 与其精度 D z =

R̂
2
0(�B

T
�W�B)

- 1
, 确定整参数搜索备选组合 ẑ i I

[ ẑf - k diag (D
1/ 2
z ) ẑ f + kdiag (D

1/ 2
z ) ] , i= 1, 2, ,,

其中 diag ( # )为取矩阵对角元素的函数,常数 k

一般取 3;

4. 将第 i个备选整数组合 ẑ i 代入式( 14)求

解实参数估值 x̂ i ,然后根据式( 10)求解残差�v;

5. 根据残差�v计算�W, 然后计算备选组合 ẑ i

对应的 P-范统计量h ( ẑi ) = +�R�Bẑ i- �R�l +p
p ;

6. 选取对应统计量 h( ẑ )最小和次小的备选

组合 ẑmin和 ẑ sec, 计算指标 r at io=
h( ẑ sec)
h( ẑmin)

, 并固

定 ẑmin ;

7. 整参数固定后, 混合整数模型转化为纯实

数模型,再采用式( 10)、( 14)、( 15)和( 16)迭代计

算参数 x̂、p 和 R̂0 的固定解。

4  算例与分析

算例旨在验证导出的 P-范混合整数模型参

数估计模型和算法的正确性。采用模型 l= Ax+

z+ E模拟观测数据。其中,取实参数 x= 0. 5, 整

参数 z= 5; ( n @ 1)设计矩阵 A的元素ai= sin(2P@

( i- 1) / 99) , i= 1, ,, n; 取先验精度 R0 = 0. 1, 模

拟均值为零的正态分布观测噪声 E。模拟意味着

当观测数据个数 n趋于无穷时, p 和 R0 的估值趋

于真值 2和 0. 1, 而在有限采样下,估值只能反映

实际数据本身的最佳估值,即反映观测数据最符

合的分布。

取 n= 200, 300, ,, 600做 5次试验,每次试

验先模拟观测噪声 E, 然后生成观测向量 l, 并计

算观测噪声的先验精度。表 1给出了 5次试验的

计算过程与结果, 第 1 列为每次试验采用的观测

值数目,第 2列为每次试验数据的先验精度;第 3

到第 5列给出浮点解(即算法部分 Ò ) ,第 6列为

浮点解的迭代次数,第 7 列为固定整参数的 r atio

值;整参数固定后,混合整数模型转化为纯实数模

型,第 8 到第 10列给出纯实数模型的参数估值

(即算法部分Ó 的固定解) ,第 11列为固定解的迭

代次数。其中验后精度指观测值一次采样的验后

精度。应说明的是, 所有试验整参数都正确固定。

从观测噪声的先验精度得出, 随着观测值数

目的增多,观测数据所体现的先验精度更加接近

于实际模拟所采用的精度,说明模拟试验一定要

有足够的采样。总体而言,无论是浮点解还是固

定解,都可在 4次迭代收敛,算法较稳定; 随着观

测值数量的增大, p 估值更加接近于 2(即模拟采

用的 p 值) , 固定整参数的 ratio 值也随之增大,

验后精度也更加接近于先验精度。值得注意的

是,尽管模拟采用正态分布,但实际估值并非严格

的正态分布,尤其当 n= 200 时, 这些观测数据所

体现的是 p U1. 54的 P-范分布,这也说明在实际

应用中采用 P-范分布极大似然估计是必要且合

理的。

表 1  P-范混合整数模型解算过程

T ab. 1  T he p roc es s of p ar ame te r e stimati on in the mix ed in tege r mo de l wi th P- n or m di stri bu tion

观测值

数目

先验

精度

浮点解

x p
验后

精度

迭代

次数

rat io

固定解

x p
验后

精度

迭代

次数

200 0. 090 9 0. 498 8 1. 542 4 0. 093 1 4 45. 69 0. 4988 1. 554 5 0. 093 0 3

300 0. 092 4 0. 505 8 1. 819 9 0. 092 5 2 80. 69 0. 5058 1. 829 2 0. 092 7 2

400 0. 094 2 0. 503 0 1. 867 7 0. 094 3 4 86. 14 0. 50295 1. 860 4 0. 094 4 4

500 0. 094 7 0. 506 9 1. 944 2 0. 094 5 3 99. 36 0. 50688 1. 955 0 0. 094 7 3

600 0. 095 1 0. 512 8 1. 998 1 0. 094 6 2 110. 37 0. 51273 2. 007 8 0. 094 8 2

5  结  论

本文研究了 P-范分布混合整数模型极大似

然估计理论,导出了该模型等价的整参数搜索准

则,并给出了该模型的 p 参数估计、整参数搜索

和实参数求解的计算方法,通过模拟算例验证了

本文公式和方法正确,得出以下结论: ¹ 观测数

据的分布受外界因素和样本量的影响, 往往不能

严格地服从它的真实分布,采用 P-范估计能够确

定观测数据最符合的分布; º随着样本量的增

加,观测数据所体现的分布更加接近它的真实分

布,验后精度更加接近观测数据的实际精度;
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» 即使观测噪声服从或者近似地服从正态分布,

基于最小二乘的混合整数模型也仅为基于 P-范

分布极大似然估计的特例; ¼ 与基于最小二乘的

混合整数模型相同, 整参数必须通过搜索来确定,

因此,研究提高 P-范分布混合整数模型整参数搜

索效率的算法具有重要的意义。
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