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Abstract: In this paper, used the kernel w eight function, we obtain the parameter estimation of p�norm distribu�

tion in semiparametric regression model , which is effectiv e to decide the distr ibution of random erro rs. Under the as�

sumption that the distr ibut ion of observ at ions is unimodal and symmetrical, this method can g ive the estimates of X ,

S and �. Finally, tw o simulated adjustment problems ar e constructed to explain this method. The new method pre�

sented in this paper shows an effectiv e w ay of solv ing t he problem, the estimated values are nearer to their theoreti�

cal ones than those by least squares adjustment.
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摘 � 要:应用核权函数,在观测为误差单峰、对称的情况下, 得到了一元 p�范分布的半参数模
型的计算公式。详细推导了 p 已知时一元 p�范分布极大似然方程的解算公式 ,将半参数回归

模型应用到极大似然平差的参数估计理论中,得到了一个比较好的算法。最后,构造了两个模

拟平差问题,说明了此方法的优越性。
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� � 传统的测量平差问题在数学上归结为求在一

组线性方程组约束下的残差二次型( V
T
PV )的条

件极小值及其极小值点,这种方法称为最小二乘

法。在测量数据处理理论中, 观测值中不可避免

地含有误差,按其性质通常分为粗差 �g、系统误

差 �s 和偶然误差 �n。即 �= �g + �s+ �n。在

经典平差理论中
[ 1]
, 一般假定观测值中仅包含偶

然误差,即 �s= 0, �g = 0, �= �n。对于 �g � 0

(即观测值中含有粗差的)情况, 近代平差理论已

作了比较充分的讨论。但是对于系统误差的处

理,目前讨论的还不多。在实际问题分析过程中,

常常会遇到模型的某些假定不能够完全满足的情

形,如:反映变量与解释变量之间的具体依存关系

不明确、观测数据中含有系统误差、异常值的扰动

等。理论研究和实践经验表明,高斯�马尔可夫模
型的最小二乘估计, 当有粗差发生时,参数的最小

二乘估计不可靠,与其真值偏离太远。另外,误差

分布不是正态分布时, 最小二乘估计不是最优估

计。统计学界在 20世纪 80年代提出了半参数回

归模型,放宽了线性模型中某一个解释变量的线

性假定,既含有参数分量又含有非参数分量,使模

型适应数据变化的能力更强, 用它描述实际问题



时,更能接近于真实情况。其次, 文献[ 2]提出的

p�范分布和 p�范极大似然平差刚好能解决误差分
布不是正态分布这个问题。本文试图将半参数回

归分析的方法引入测量平差理论,建立适于测量数

据处理的理论与方法,更好地确定模型中的参数和

非参数,并将偶然误差与系统误差分离开来。

在 p 已知的情况下, 引入核权函数, 导出了

半参数回归模型中 p�范极大似然平差, 对相应的
迭代计算进行分析, 得到了相应的解算方法, 作为

特例, 当 p = 2 时, 即为通常情况下的半参数模

型;其次利用向后迭代(backfit ting)方法得到了相

应的解算步骤; 在文章的最后,用两个模拟的平差

问题( p = 1, p = 2) , 分别用最小二乘法和半参数

法平差求解,说明了此方法的优越性。

1 � 半参数平差模型及解算方法

间接平差的函数模型为[ 2]

L= BX+ � (1)

式中, L 为n 维观测向量, X 为未知参数向量的

真值, �为 n 维误差观测向量, B = ( b1, b 2, �,

bn)
T 为设计矩阵。在此模型中, 通常假设 �是期

望为 0的偶然误差。也就是说除去观测误差,观

测值 L 完全表示为未知参数 X 的函数。如果模

型不准确,或者观测值中有系统误差, 式(1)并不

能严格成立,而应改写为

L= BX + S+ � (2)

式中, S= ( s ( t 1) , s( t 2) , �, s ( t n ) ) T 是一个描述

模型误差或系统误差, 且与未知参数 X 有关的n

维未知向量。在一般情况下, 可以认为模型误差

或观测值的系统误差的性态非常复杂, 无法用简

单的少数参数表示出来,也就是所谓的非参数分

量。这种在观测方程中既有参数向量又有非参数

分量的模型,称为半参数模型[ 3]。

设观测值 L i ( i= 1, 2, �, n)是一组独立观测
量。L i 的先验方差为

�2i = �
2
0 qi (3)

式中, �20 为单位权方差因子, qi 为L i 的先验协因

数。令 ��i = �0/ �i = 1/ qi , 这里 ��i 与通常的权
p i有如下关系

��i= p i (4)

设 L i 服从一元 p�范分布[ 1]
,其概率密度为

f ( L i )=
p�

2�i �(
1
p
)

exp -
�| L i- �i , X |

�i

p

=

p��i�

2�0 �(
1
p
)
exp -

���i | L i- �i , X |

�0

p

(5)

式中, �= � (
3
p
) / �(

1
p
)

1
2
, �i, X = biX + s ( t i ) ,

�( x ) 为伽玛函数。用平滑似然法可求得参数

X , S , �0 的估值 X̂ , Ŝ , �̂0。

对式(5)取对数求和可得

� = �
n

i= 1
� i ( �i , X ) = �

n

i= 1
ln( L i | �i , X , �0) =

n lnp - ln2- ln�0- ln �
1
p

+

ln �
n

i = 1
��i + n

2 ln �
3
p

- ln �
1
p

-

1

�
p
0
�

3
p

/ �
1
p

p
2

�

�
n

i= 1
��pi | L i - biX - s ( t i ) |

p

为了得到 X 和S 的估计值, 采用如下局部似然函

数( local likelihood) [ 4] :

�
h
( S ( t ) ) = �

n

i = 1
K h ( t - t i ) ln( L i | �̂i , s ( t) , �0)

(6)

这里 K h (�) 为核权函数, h 为带宽, K h( �) =
K (� / h ) / h, �̂i , S ( t ) = biX̂ + ŝ ( t ) 为模型在 t 时

刻的最优估计。

令
� �

h

�Ŝ
= 0,可得

�
n

i= 1
K h( t - t i ) �i�( biX̂ + ŝ ( t ) ) = 0 (7)

令
� �

�̂�0

= 0, 可得

�̂p0 =
p
n
� 3

p
/ � 1

p

p
2
� �

n

i= 1

��pi �| L i - �̂ |
p

(8)

令
� �

�X̂
= 0, 可得

�
n

i= 1
� i�( biX̂ + ŝ( ti ) ) � ( bi + ŝi�) = 0 (9)

式(7) 对 X 再求导,化简可得下式

ŝ�( t ) = -
�
n

i = 1
K h ( t - t i ) �i�( biX̂ + ŝ ( t ) ) bi

�
n

i= 1
K h ( t - ti ) � i�( biX̂ + ŝ( t ) )

(10)
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Nelder 和Wedderbum[ 5] 提出 Fisher scoring 作为

广义线性模型[ 4] 中估计参数 �的方法。即给定一

个 �,通过下式

�new
= �+ E -

�
2
�

����T
- 1

� � �
��

(11)

来迭代,从而可得出 �的真值。

在这里,由式(7) ~ (10) ,通过利用 Fisher scoring

得到的迭代公式如下

X̂
new

= X̂ - �
n

i= 1

� i�( biX̂ + ŝ ( t i ) ) �b 2
i

- 1
�

�
n

i= 1

� i�( biX̂ + ŝ ( ti ) ) �bi (12)

ŝ
new

( tj ) = ŝ ( tj ) -

�
n

i= 1
K h ( t i - t j ) � i�( biX̂ + ŝ ( t j ) )

�
n

i= 1
K h ( t i - t j ) � i�( biX̂ + ŝ ( t j ) )

(13)

其中

�bj = bj + ŝ�( tj ) =

bj -
�
n

i= 1
K h ( t i - t j ) �i�( biX̂ + ŝ ( tj ) ) bi

�
n

i= 1
K h( ti - tj ) � i�( biX̂ + ŝ( tj ) )

(14)

为了计算的简便,我们采用如下记号

A ij = K h( ti - tj ) � i�( biX̂ + ŝ( tj ) ) /

� � � [ �
n

i= 1

K h( ti - tj ) � i�( biX̂ + ŝ ( t j ) ) ]

W = diag { �1�, �2�, �, �n�}

v = ( �1�, �2�, �, �n�) T

(15)

则式(12) 用矩阵形式可表示为

X
new

= ( �BT
W�B)- 1�BT

W�Z (16)

其中, �B = ( I- A) B, �Z = �BX- W
- 1
v, I为单位

阵。

为了得出 X̂ 和Ŝ 的具体形式,当 p � 1时,计

算下列形式的导数(若 p = 1,可用一个接近 1的

数计算导数) :

�
�� �

n

i= 1

��pi | L i - � |
p
=

� - p �
n

i = 1
��pi | L i - � | p- 1sign( L i - �) =

� - p �
n

i = 1
��pi | L i - � | p- 2 � ( L i - �) (17)

则

� i� = -
p

�
p
0

�
3
p

/ �
1
P

p
2

�

��pi �| L i - � |
p- 2 � ( L i - �) (18)

� i� = -
p ( p - 1)

�
p
0

� � 3
p

/ �
1
P

p
2

�

��pi �| L i - � |
p- 2

(19)

将式(19) 代入式(13)、(15) 得

A ij =
K h( t i - tj ) ��

p
i | L i - biX̂ - ŝ ( tj ) |

p- 2

�
n

k = 1
Kh ( tk - t j ) ��

p
k | L k - bkX̂ - ŝ ( t j ) |

p- 2

(20)

ŝ
new
( tj ) = ŝ ( tj ) -

�
n

i= 1

K h( t i - t j) ��
p
i | L i - biX̂ - ŝ( t j) |

p- 2
( L i - b iX̂ - ŝ ( tj ) )

( p - 1) �
n

i= 1

K h( t i - t j) ��
p
i | L i - biX̂ - ŝ( t j) |

p- 2

(21)

注:当 p = 2时,一元 p�范分布的密度函数为

f ( L ) =
1

2��
exp -

( L - �) 2

2�2

这就是正态分布的密度函数。此时

A ij =
K h( ti - tj ) p i

�
n

k= 1

K h( tk - tj ) p k

s
new
j =
�
n

i= 1
K h( ti - tj ) p i ( L i - biX̂ )

�
n

i= 1
K h ( t i - tj ) p i

则有

X̂
new

= ( �BT �B)- 1 �BT �L (22)

Ŝ
new

= A( L - BX̂
new
) (23)

其中, �L= ( I- A) L , �B= ( I- A) B, I 为单位阵。

式(22)、( 23)即为通常情况下的半参数模型[ 3]。

直接解式( 16)、(21)很不方便, 也很不实际,

实际工作中,可采用 backfitt ing 方法求解方程组,

backf it t ing 是一个迭代求解的方法, 它在两方程

之间交替迭代,直至收敛为止。现将一元 p�范半
参数模型的极大似然估值的求解步骤总结如下:

1. 确定先验单位方差因子 �20,观测值的先验

方差,并计算 ��i ;
2. 确定未知参数的迭代初始值, X 0 取其最

小二乘估计值。

3. 由式(15)计算系数矩阵 A, W, v ;

4. 计算式 (16)、(21) , 得到参数估值 X̂
new
,
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ŝ
new
;

5. 检查 �X , �s 是否小于迭代阈值, 若 �X

或 �s 大于迭代阈值,重复 3、4步;

6. 由式( 8)计算单位权方差因子的估值 �̂2
0。

2 � 算例分析

这里构造两个模拟的平差问题,来验证本文

采用的方法。

算例 1: 有线性模型 Y= BX , X = 1, B =

( bi ) 100� 1, bi = - 2 + i / 50, 模型误差为 S =

( si ) 100� 1,其中 si = sin ( t i�/ 100) , ti = i , i = 1, 2,

�, 100,观测误差 �为一个来自拉普拉斯分布的

子样( �= 0, �= 1) , 由文献[ 1]知,拉普拉斯分布

是一元 p�范分布当 p = 1 时的特殊情况(由于在

这里 p 不能等于 1, 不妨选取 p = 1. 000 5)。具

体数据参见文献[ 1] ,则观测向量 L= Y+ S+ �。

真实值与观测值的关系如图 1(图中横坐标表示

时间, 纵坐标表示对应的值) , 图中虚线为观测向

量 L,实线为 L 的真实值 Y+ S。在这里不妨取

权阵 P 为单位阵。利用最小二乘平差得 X̂ =

( B
T
PB)

- 1
B

T
PL = 0. 409 3。核函数取常用的

Epanechnikov 核 K ( t) = 0. 75(1- t
2
) ( I | t | � 1) ,

带宽 h 不妨取为 0. 225, 利用式(16)、(21)计算,

得到 X= 1. 000 2。

图 1 � 观测值与真实值的关系( p= 1)

Fig. 1� The Observations and their true values( p= 1)

算例 2: 当 p = 2时, p�范分布即为常见的正
态分布,则观测向量 L= Y+ S+ �。 Y、S 同算

例 1,观测误差 �~ N ( 0, 1)。在这里不妨取权阵

P 为单位 阵, 利 用最小 二乘 平差 得 X̂ =

( B
T
PB)

- 1
B

T
PL= 0. 967 7。真实值与观测值的

关系如图 2(图中横坐标表示时间,纵坐标表示对

应的值) ,图中虚线为观测向量 L,实线为 L 的真

实值 Y+ �。从图中还可以看出, 由于加入了误

差向量 S ,从而使观测值 X 与它的真实值的误差

较大。利用半参数模型进行计算。核函数同上,

对于式(22)、( 23)应用参数求解的迭代步骤 1~

6,对于不同的带宽 h 得到X 的估值如下表:

图 2 � 观测值与真实值的关系( p = 2)

F ig. 2� The Observations and their true values( p = 2)

表 1� 带宽参数 h 与半参数估值p�范 X̂P

Tab. 1� Bandwidth parameter and estimation of parametric

component

带宽参数 h 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4

参数估值 X̂P 1. 056 9 1. 082 4 1. 255 0 1. 010 1

带宽参数 h 0. 5 0. 6 0. 7 0. 8

参数估值 X̂P 0. 942 7 0. 957 4 0. 979 5 0. 986 5

带宽参数 h 0. 9 1

参数估值 X̂P 0. 990 3 0. 992 6

从表中可以看出,当 h = 1时, 半参数平差模

型参数 X 的估值X̂ 与真值相当接近,半参数模型

的拟合效果得到大大提高。

3 � 结 � 论

通过以上分析可以看出, 将误差分布的一般

模式 � � � 一元 p 范分布, 扩充到半参数 p 范分

布模型理论中, 通过选取适当的核函数和带宽参

数,能够有效地减少模型中参数估值的误差,同时

还可以从有噪声的观察向量中分离出非参数

分量。

另外,半参数模型在处理参数估计问题时,一

方面解决了单纯线性回归模型与非线性回归模型
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难以解决的问题,增强了模型的适应性。另一方

面克服了非参数方法信息损失过多的问题,能够

分离出模型中的非参数分量; 其次,它是一套解决

实际问题的工具, 使得原先在参数情形下使用的

工具无力解决的问题找到了新方法,因此,半参数

回归模型较参数线性模型有较强的适应性。由于

实际工作中经常会遇到某个变量有影响,尤其是

当应变量与自变量间函数关系不清楚时,参数模

型难以进行拟合处理, 而半参数法却能加以有效

分析。
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地图作品名称 编制单位 � � 出版单位� � 申报单位 � �

一

等

奖

中国西部地区生态环境现状

遥感图集

中国测绘科学研究院 科学出版社 中国测绘科学研究院

长江经济带可持续发展图集 中科院成都山地灾害与环境

研究所

科学出版社 科学出版社

中华人民共和国政区标准地

名图集

国家民政部/总参测绘局 星球地图出版社 星球地图出版社

中国自然灾害系统地图集 北京师范大学资源学院 科学出版社 北京师范大学资源学院

中国地质地图集 中国地质科学院地质研究所 地质出版社 地质出版社

中国地质科学院地质研究所

世界分国地图 中国地图出版社 中国地图出版社 中国地图出版社

二

等

奖

长江防洪地图集 长江水利委员会 科学出版社 长江水利委员会航测信息工

程院

土地利用动态遥感监测图集 中国测绘科学研究院 科学出版社 中国测绘科学研究院

广东省地图集 广东省地图出版社 广东省地图出版社 广东省地图出版社

中国道路网地图集 广东省地图出版社 广东省地图出版社 广东省地图出版社

上海市影像地图集 上海市测绘院 上海科学技术出版社 上海市测绘院

(新课标北师大)历史地

图册

中国地图出版社 中国地图出版社 中国地图出版社

兰州城区影像地图集 甘肃省地图院 甘肃省人民出版社 甘肃省地图院

中国交通图集 成都地图出版社 成都地图出版社 成都地图出版社

少儿中国�世界地图 成都地图出版社 成都地图出版社 成都地图出版社

南极洲全图 武汉大学中国南极测绘研究

中心

中国地图出版社 中国南极测绘研究中心

宁波旅游交通图 宁波市测绘设计研究院 西安地图出版社 宁波市测绘设计研究院
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