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Abstract: The fictitious compress recuperation method is further developed, so that it is suitable for any regular

harmonic function u . For an arbitrary finite body 8 w ith a simply closed surface, if the boundar y value u | 9 8 w as

g iven, and it is assumed that the function u is harmonic in the r eg ion outside the body and regular at infinit y, one

can precisely and strictly determine the external field u by using the idea of the fictitious compress recuper at ion.

Hence, it is reasonable to g eneralize the method of t he fictitious compress r ecuper ation into the corresponding pr inc-i

ple. Furthermore, as an application example, t he fictitious gravity anomaly r equired in Bjerhammar. s theory is sim-

ply derived out, based on the pr inciple of the fictit ious compress r ecuperation.

Key words: regular harmonic function; fict itious compress recuperation; determination of external field; determ-i

nation of the fictitious gr av ity anomaly

摘  要:在引力位虚拟压缩恢复法的基础上, 进一步发展该法, 使其适合于任意一个正则调和

函数 u。对于任意一个有限单连通形体 8 (其边界是简单封闭曲面) ,假如给定了边值 u | 98 ,

并且假定 u 在上述形体的外部调和,在无穷远处正则, 则可根据虚拟压缩恢复思想精确而严

密地求出整个外部空间的 u 场。于是,可将虚拟压缩恢复法提升为虚拟压缩恢复原理。作为

一个应用实例, 本文简明地给出了 Bjerham mar 理论所需要的虚拟重力异常。
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1  引  言

为了克服 Stokes方法的不完善性(因涉及质

量调整问题而不能精确求解)、Molodensky 方法

和Bjerhammar方法的近似性以及级数收敛性所

遇到的困难,为了精确而严密地确定地球外部重

力场,文献[ 1]提出了引力位虚拟压缩恢复法, 证

明了引力位级数解的一致收敛性[ 2] ; 随后,文献

[ 3]则指出了引力梯度场虚拟压缩恢复法。大体

上说,虚拟压缩恢复法的基本思想如下:将位函数



V(以引力位为例)在地球表面的边界值 V | 98 (其

中 9 8 表示地球的边界)沿径向等值地压缩到地

球内部的一个虚拟球 K 的球面9K 上,利用 Pois-

son积分公式给出圆球外部的正则调和解 V
* ( 1)

;

将 V
* ( 1)在地球边界上的值 V

* (1) | 98与真实边界

值 V | 98比较,得到差值 V | 98 - V
* (1) | 98 ,将该差

值再沿径向等值地压缩到球面 9K 上,又得到一

个在圆球外部的正则调和解 V
* ( 2)

; 如此进行下

去,便得到了一个在虚拟球的外部调和、在无穷远

处正则的一致收敛的虚拟引力位级数解[ 1, 2]

V
*
( P ) = E

]

n = 1
V

* ( n)
( P ) , P I K

其中, K 表示虚拟球的外部空间; 当把上述级数

解限定在地球外部空间(包括地球边界)时,它与

地球的真实引力位场完全一致,从而也就精确、严

格地求出了地球外部的引力位场。上述思想可以

推广,使其适合于任意的正则调和函数类: 只要

给定了边界值, 即可按照虚拟压缩恢复思想精确

求定外部场。推广之后的虚拟压缩恢复法具有较

为广泛的应用,诸如确定重力场、地磁场、地电场

等等, 因而有理由将虚拟压缩恢复法提升为虚拟

压缩恢复原理。

2  虚拟压缩恢复原理

选取任意一个(具有简单封闭表面的)有限单

连通形体或实体(如地球) 8 ,也用该符号表示该

形体所占据的空间域,它是一个开域(因而不包括

边界) ,其边界 98 (即上述域的极限边界)与圆球

面之间存在连续双射。问题如下:

假定在上述形体外部分布有某种静态场 u

(诸如引力位场,电磁位场等等) ,它完全起源于形

体本身, 并且是调和的、在无穷远处正则的函数;

今给定了边值 u | 98 (或给定 9u/ 9x i | 9 8 ,或 92
u/

9x i9x j | 98 ) , 如何精确求定外部空间静态场

u( P ) ?

上述解的存在性、唯一性以及稳定性已是众

所周知的事实。对于一般的形体, 利用 Green定

理只能给出形式解, 因为所涉及的 Green函数通

常无法求出; 当形体是圆球时, 利用 Green 定理

便得到了著名的也是严格的 Poisson 积分公式。

在一般情况下, 在不能得到解析解时,人们通常采

用球谐级数展开法。然而,球谐展开级数在形体

的表面附近未必收敛; 另一方面, 面对无穷多球

谐系数,通常不得不采用截断法,这必然会导致误

差。若采用虚拟压缩恢复思想[ 1, 2] , 则能精确而

严格地确定外部场。

选取一个半径为 R 的虚拟球, 或称之为

Bjerhammar 球 K
[ 4]
, 它是一开集, 其边界记为

9K ,它被完全包含在形体 8 中, K 的中心与 8

的几何中心重合。只要构造出一个函数 u
*
, 它

在 K 的整个外部空间K 满足

$u*
( P )= 0, P I K

u
*
( P ) | 9K = u

*
9*

lim
P y ]

u
*
( P )= 0

(1)

其中, $是 Laplace算符,而在形体的边界 98 上,

u
* 具有与 u 相同的值,即

u
*
( P ) | 98 S u( P ) | 98 (2)

那么, 在形体的整个外部空间 8 (它包括边界

9 8) , u
*
必定与真实场 u 一致, 因为满足同样边

界条件的正则调和函数是惟一的[ 5, 6]。

为此,基于文献[ 1, 2]的研究结果, 令

T
(0)
( P ) S u( P )

T
( n)
( P) = T

( n- 1)
( P )- u

* ( n)
( P ) , P I 8 , n \1

(3)

其中, T ( n) ( P)称为 n 阶残差场, 只在形体的外部

区域 8 中有定义(而零阶残差场 T
( 0)
( P )被定义

为外部的真实场 u) , 在形体边界上的值可表示成

T
( 0)
( P ) 9 8 S u (P ) 98

T
( n )
( P ) 98= T

( n- 1)
( P ) 98- u

* ( n)
( P) 9 8 , n \1

(4)

将 n- 1 阶残差场在边界上的值 T
( n- 1)

( P ) | 98

沿径向等值地压缩到虚拟球面 9K 上(这里实际

上是从 9 8 到 9K 的单位恒等延拓) ,寻求如下边

值问题

$u* ( n)
( P )= 0, P I K

u
* ( n)

( P ) | 9K = T
( n- 1)

( P) 98

lim
P y ]

u
* ( n)

( P) = 0, n \1

(5)

的解,其解由 Poisson积分公式

u
* ( n)

=
r

2
- R

2

4PR Q9K

u
* ( n)

l
3 dR S

  r
2
- R

2

4PR Q9K

T
( n- 1)
98

l
3 dR, P I K , n \ 1 (6)

给出
[ 6]
, 它是在虚拟球的外部空间 K 中调和并在

无穷远处正则的函数, 当把它限定在形体的外部

空间区域 8 之后,可将此函数作为 n- 1阶残差

场 T
( n- 1)

( P )的一级近似,或者,可将 u
* ( 1)

( P )

+ u
* ( 2)

( P )+ ,+ u
* ( n)

( P )作为真实场 u 的 n

15第 1 期        申文斌等: 边值问题虚拟压缩恢复原理及其在 Bjerhammar 理论中的一个应用



级逼近。于是, 得到了一个在虚拟球域之外部的

级数解

u
*
( P ) = E

]

n = 1

u
* ( n)

( P) , P I K (7)

它在边界 9K 上有

u
*
| 9K = ( E

]

n= 0

T
( n)
) | 9 8

文献[ 1]的研究表明,如果由(7)给出的级数

是一致收敛的,那么,虚拟场 u
*
( P )在上述形体

的外部就与真实场 u (P )完全一致,即有

u
*
( P ) = E

]

n= 1
u

* ( n)
( P ) S u( P ) , P I 8 (8)

从而也就通过虚拟压缩恢复思想精确、严格地求

出了外部场 u。

3  级数解的一致收敛性论证

如果 u 是引力位函数 V , 文献[ 2] 已经证明

(7) 是一致收敛的。在文献[ 2] 的证明中, 除了利

用了引力位函数 V 的正则调和性之外,还利用了

它的非负特性 (按通常的引力位定义 V =

GQ8
( Q/ l ) dS理解, 其中 G 是引力常数, Q是物质

密度, l是积分元dS至场点P 的距离)。除此之外,

没有引进任何假设。于是可以立即推出,对于任意

一个非负的正则调和函数 U, 若令 u = U,则式

(7) 是一致收敛的。

现在假定 u 是非常一般的正则调和函数。

首先指出, 它不可能是常数,除非是零, 否则不满

足正则性。我们对 u S 0 的情形不感兴趣。因

此, u 只可能处于下列三种情形之一:

1. u 是非负的正则调和函数;

2. u 是非正的正则调和函数;

3. u 是可正可负的正则调和函数。

对于情形 1,前面已经指出, 式(7)是一致收

敛的。对于情形 2,将 u 反号之后,由- u 得到的

级数序列式(7)是一致收敛的。由于该级数的一

致收敛性, 负号可以搬运到求和号内部并分配于

每一项,或者反过来,可以从每一项提出一个负号

并将该负号提到求和号之外[ 7]。因此, 就 u 函数

本身而言,级数序列(7)是一致收敛的。

对于情形 3, 情况复杂一些。u 是正则调和

函数, 因而其最大和最小值必在边界 98 上达

到[ 5, 6]
,而且一正一负(因为 u 已不属于 1或 2情

形,同时注意到它在无穷远处为零) , 分别以 M ax

和M in表示( Max> 0; M in< 0)。由于 1/ r 是非

负正则调和函数,因而

U(P )= - M in
R max

r
, P I 8 (9)

是非负正则调和函数,其中 R max是坐标原点至边

界面 98 的最大距离。由此可以构造一个新的非

负的正则调和函数:

uc( P )= u( P )+ U(P ) , P I 8 (10)

这一点不难论证, 因为它的最大值和最小值只能

在边界上达到(在无穷远处为零) , 而现在,最大值

和最小值均是非负的。于是, 就函数 uc( P )而

言,可以得到一个相应的虚拟压缩恢复解:

u
c* ( P)

= E
]

n = 1

u
c* ( n)

( P ) , P I K (11)

根据前面的讨论,它是一致收敛的。另一方面, 根

据式(10) ,又可以得到如下表示

u
c*
( P) = E

]

n= 1
[ u

* ( n)
( P ) + U

* ( n)
( P ) ] , P I K

(12)

由于上述级数的一致收敛性, 上式又可以写成

u
c*
( P ) = E

]

n= 1
u

* ( n)
( P ) + E

]

n= 1
U

* ( n)
, P I K

(13)

根据式(9) , U 是非负的正则调和函数,因而

U
*
( P) = E

]

n = 1
U

* ( n)
, P I K (14)

是一致收敛的。这表明,

u
*
( P ) = E

]

n= 1

u
* ( n)

, P I K (15)

是一致收敛的。

至此,证明了如下结论: 对于任意一个正则调

和函数 u(未知) ,只要给定了边界值 u (P ) | 98 ,即

可构造出在虚拟球外部一致收敛的虚拟压缩恢复

级数解 u
*
( P ) , 它由方程 (7)给出; 当把它限定

在所论形体的外部时, 它与真实场 u ( P )完全重

合, 因而也就得到了精确严格解 u ( P ) , 它由式

(8)给出。

4  一个应用实例

为了确定地球外部重力场, Bjerhammar 曾经

提出了一种虚拟重力异常法[ 4] , 其基本思想是选

定一个 Bjerhammar 球, 它位于地球的内部, 假想

在上述球面上分布有虚拟重力异常ù g* , 要求由

此而产生的外部重力异常在地球表面正好与真实

重力异常(观测值)一致。如果求出了虚拟重力异

常, 就可将以地面 (或似地形表面) 为边界的
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M olodensky 问题转化为以球面为边界的 Poisson

积分问题。按 Bjerham mar 理论, 为了确定虚拟

重力异常, 需要采用逐步迭代过程求解积分方程

(因虚拟重力异常处于被积分位置) , 由此求得的

虚拟重力异常解是一个级数, 但这一求解过程相

当繁杂。若按虚拟压缩恢复原理, 则可简明地求

出 Bjerhammar 理论所需要的虚拟重力异常。

4. 1  虚拟重力异常的求定
设ù g 是重力异常,那么, r ù g 的正则性是

显然的[ 8]。在 Stokes理论中,重力异常是大地水

准面上的重力值与相应的平均椭球面上的正常重

力值之差
[ 8]

; 在 Molodensky 理论和 Bjerhammar

理论中,重力异常是地面上的重力值与相应的似

地形表面上的正常重力值之差[ 4, 9, 10]。按照通常

的观念, 在地球外部空间 r ù g 也是调和

的[ 4, 8, 9]。既然 r ù g 是正则调和函数, 我们即可
按虚拟压缩恢复原理求出虚拟场( r ù g) *

( P) :

( r $g )
*
( P ) = E

]

n = 1
( r $g )

* ( n)
( P) , P I K

(16)

它是一致收敛的正则调和函数, 在虚拟球边界

9 * 上的取值为

( r $g) *
| 9K = ( E

]

n= 1
T
( n)
) | 98 S E

]

n= 1
T
( n)
| 98

(17)

其中

( r$g ) * ( n)
( P ) =

r
2
- R

2

4PR Q9K

( r $g
* ( n)

)
l

3 dR S

   r
2
- R

2

4PR Q9K

T
( n- 1)

98

l
3 dR, P I K , n \ 1

(18)

T
(0)
( P ) S r$g (P )

T
( n)
( P )= T

( n- 1)
( P )- ( r $g) * ( n)

( P )

     P I 8 , n \1

(19)

T
(0)
( P ) | 98 S ( r $g) ( P ) | 98

T
( n)
( P ) | 9 8= T

( n- 1)
( P ) | 9 8-

      ( r$g ) * ( n)
( P ) | 98 , n \1

(20)

在地球边界上,

( r$g ) *
( P ) | 98 S ( r$g ) ( P ) | 98 (21)

因而, 当把虚拟场( r ù g ) *
( P )限定在地球外部

空间(包括地球边界)时, 它与真实场( r ù g ) ( P )
完全重合。式( 21)又可以写成

$g *
( P ) | 98 S $g( P ) | 98 (22)

由式(17)便得到了假想的分布于虚拟球面上

的虚拟重力异常ù g*
( P) :

$g*
| 9K =

1
R E

]

n= 0

T
( n)
| 98 (23)

其中, R 是虚拟球半径, T ( 0)
( P ) | 98 以及

T
( n)
( P) | 98 ( n \1)由式(20)给出,前者是已知观

测值, 后者则是通过连续不断的/压缩恢复0得到
的。

由式( 23)给出的假想的发布于虚拟球面上的

虚拟重力异常是一致收敛的, 由此所产生的场在

地球外部与真实重力异常场重合。这样,便简洁

地给出了 Bjerhammar 所寻求的虚拟重力异常分

布。若直接按 Bjerhammar 方法求解虚拟重力异

常分布,则要复杂得多,而且不能保证所得到的级

数解是一致收敛的。

文献[ 1]的一个简例显示,只要虚拟球选得尽

量接近地球(但仍然被地球完全包围) , 比如取 R

= 6 340 km, 那么, 虚拟级数解的收敛速度非常

快,只要取前面的 4~ 5项就足够了,这时,由所忽

略的或截断的(无穷多)项所引起的误差已经远远

小于测量误差。从理论上来说, 所得到的一致收

敛的解与所选取的虚拟球的大小无关, 只要虚拟

球被完全包含在地球之内、并且球心与地球质心

(也是坐标系原点)重合即可。

4. 2  注  释
严格说来, r ù g ( P )并非调和函数[ 3]。但如

果承认物理大地测量基本微分方程, 则相当于承

认了 r ù g ( P )的调和性。如果物理大地测量基
本微分方程近似成立, 则 r ù g( P )的调和性也近
似成立。实际上,无论是 Stokes理论, M olodensky

理论,还是 Bjerhammar 理论, r ù g( P )都是被当
成正则调和函数来处理的。因此, 本文给出的结

果是在假定 r ù g ( P )具有调和性这一前提之下
的。就确定重力场而言,更为严密的处理办法是

将虚拟压缩恢复原理应用于扰动重力 Dg ( P ) ,扰

动重力是扰动位 T 的梯度:

Dg (P )= $[ W ( P )- U( P ) ] (24)

其中, r 是梯度算符(或称 Nabla算符) , W ( P )和

U(P )分别是场点的重力位和正常重力位, 它们

包含有相同的离心力位 Q, 因而又可将上式改写

成

Dg ( P) = $ [ V ( P )- V 0( P ) ] (25)

其中, V (P )和 V 0( P )分别是场点处的引力位和

正常引力位。由此可以看出, 扰动重力的每个(直
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角坐标)分量是正则调和函数(其证明是简单的) ,

因而可以根据地面边界上的扰动重力、应用虚拟

压缩恢复原理求出整个外部空间的扰动重力场。

不过, 这已经偏离了确定 Bjerham mar 理论所需要

的/虚拟重力异常0的主题。

5  讨  论

地球实体产生的引力位 V、稳恒磁位 Vm 以

及静电位 V e 均为正则调和函数(在地球外部) ,因

而可以采用虚拟压缩恢复原理精确确定地球外部

的引力位场、稳恒磁位场以及静电位场,假如事先

分别给定了边界值 V | 98、Vm | 98以及 Ve | 98的话。

有了位场,通过梯度运算即可得到相应的力场(引

力场、磁场以及电场)。

如果给定了边界面上的引力矢量、稳恒地磁

矢量或静地电矢量, 也可以利用虚拟压缩恢复原

理严格求出地球外部的引力场、稳恒地磁场或静

地电场,因为这些场量分量(在直角坐标系下)是

正则调和函数。同理, 如果给定了边界上的高阶

(二阶或二阶以上)梯度值 9i
1
9 i

2
, 9i

k
u | 98 , 则可

求出相应的地球外部的高阶梯度场, 然后通过积

分过程给出所需要的场(以无穷远处为零作为初

值条件)
[ 3]
。

利用虚拟压缩恢复原理可以对 Runge 定

理[ 10]、Runge-Krarup 定理[ 10~ 12]、Keldysh-Lavrentiev

定理
[ 10, 12, 13]

给出非常简明的证明。上述几个定

理可简单归纳为: 对于定义在域 A 中的任意一

个正则调和函数 f 以及事先给定的任意小的正数

E,存在一个定义在更大的域 B(域 B 包含域A )中

的调和函数 F ,使得下式成立

| F( P )- f ( P ) | < E, P I A

对上述几个定理的证明已超出了本文的范围,

我们将专门撰文讨论。实际上,利用虚拟压缩恢复

原理不仅可以证明上述几个定理,而且能给出更多

的东西:可以直接求出在域 A 中与 f 重合的正则

调和函数 F,而 F 定义在更大的域 B之中。

虚拟压缩恢复原理也可以应用于求解内部问

题,基本思想完全相同,只不过所选的虚拟球面要

包围整个边界, 而不是像在处理外部问题时虚拟

球要被边界所围。
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