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Abstract: For independent and heteroscedastic errors generated by increasing from the independent, identically dis-

tributed err ors, according to the Bahadur- type linear repr esentation o f M- est imate of unknow ns, this paper derives

t he Bahadur- type linear representation of the basic v ector including the observational vector , the residual v ector, the

estimated vector of the unknow ns and the adjusted observational vector. The asymptotic variance- covariance matrix

of the basic vector for stat istical analysis is further der ived from t he law of variance propagation and determined by

t he three nuisance parameters. The third nuisance parameter is defined first in this paper. For Lq- norm estimate,

t he thr ee nuisance parameters and the cor responding variance- covariance matrix are derived respectively from errors

being normally distributed and erro rs being distributed in L q- norm function. For the Least Squar es estimate or L 2-

norm estimate, residuals are respectively independent of the estimato r of the unknown parameters and the adjusted

observations, statistically; the property is irrelative to the error distr ibution. For L q- norm estimate with err ors being

normally distr ibuted, the covariance matrices between the residual vecto r and the estimated vector of the unknown

parameters, as w ell as the adjusted observational v ector ar e not zero. However, for L q- norm estimate w ith errors

being distributed in q- norm function, it is the corresponding maximal likelihood estimate, the covariance matrices

between t he r esidual vector and the estimated vector of the unknown parameters, as well as t he adjusted observation-

al vector are zero. The derived forms and conclusions can be used in statistical analysis.

Key words: Bahadur- type linear representation; basic vector; v ar iance-covariance matrix ; nuisance parameters;

L q- norm estimate

摘  要:针对由独立同分布误差膨胀而成的独立不等精度误差, 根据未知参数的 M 估计的 Ba-

hadur型线性表达式,本文导出了由观测量、残差向量、参数估计量和观测量平差向量组成的

基本向量的 Bahadur型表达式。进一步地,根据方差传播定律导出了 M 估计的基本向量的渐

近方差-协方差矩阵,该矩阵由 3个多余参数决定,第三多余参数由本文定义。对 L q 范估计,
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分别计算了误差分别为正态分布和 q 范分布时的 3个多余参数, 以及相应的基本向量的方差

协方差矩阵。对最小二乘估计,残差向量与参数估计量和观测量的平差向量统计独立,相应的

协方差矩阵为零,这一性质与误差分布无关。对正态分布的 L q 估计,残差向量与参数估计量

和观测量平差向量的协方差不为零;而对 q 范分布的L q 估计,即是相应的极大似然估计,残差

向量与参数估计量和观测量平差向量的协方差为零。文中所得公式和结论可用于统计分析。

关键词: Bahadur 型线性表达式;基本向量;方差协方差矩阵;多余参数; L q 范估计

1  引  言

考虑观测方程

V= AX̂- L (1)

和随机模型

DLL= R2
P

- 1
(2)

式中, A 是设计矩阵; L 是观测量, 其平差值为

L̂; V是残差或改正数向量; X̂ 是未知参数 X 的

平差值; P 是观测量的权阵,是对角阵, 权为 p i=

R2
/ R2

i ; R
2是单位权方差; DLL是观测量的方差矩

阵。未知参数的最小二乘解 X̂ = ( A
T
PA )

- 1 #

A
T
PL 是观测量的线性函数, 这使得基本随机向

量 Z= ( L
T
, X̂

T
, V

T
, L̂

T
)

T 能够表达成观测量

(或者观测误差)的线性函数, 从而使基本随机向

量的协方差能够求出并以显式表示

DZZ=

DLL DLX̂ DLV DLL̂
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P
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A
T

- P
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A
T

N
- 1

A
T

N
- 1
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- 1

A
T
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- 1

A
T
- P

- 1
0 P

- 1
- AN

- 1
A

T
0

AN
- 1

A
T

AN
- 1

0 AN
- 1

A
T

(3)

式中, N= A
T
PA。可是,对具有非线性特征的 M

估计
[ 1]

, 基本随机向量(除观测量本身外)不能表

示成观测量的线性形式,因此谋求一定条件下 M

估计的某种线性表示并求出这种表示下的基本随

机向量的协方差矩阵是有重要意义的。

在测量数据处理理论中, 对非线性函数的处

理就是在某点展开成拉格朗日级数,去掉高次项,

用线性项来逼近非线性的原函数。前提条件是高

次项可以看成无穷小。对非线性的条件方程和误

差方程,展开点是观测值(条件平差)或由观测值

求得的参数近似值(间接平差) , 由于有严格的规

范限制和精密仪器保证,所得到的观测值是真值

的很好的近似,从计算误差角度考虑,对非线性的

条件方程和误差方程展开后的高次项完全可以忽

略不计。M 估计的解方程为
[ 1]

E
n

i= 1
W( p

1/ 2
i ( a

T
i X̂ - L i ) ) aip

1/ 2
i = 0 (4)

其解式为

X̂= ( A
T
WA)

- 1
A

T
WL (5)

式中, W( x )= 9Q( x ) / 9x , Q( x )是 M 估计的目标

函数; ai 是设计矩阵A 的第 i个行向量; p i 是第 i

个观测 L i的权; W 是等价权阵, 是一对角阵, 对

角元素为

W i= p iW( p
1/ 2
i V i ) / ( p

1/ 2
i V i ) (6)

V i是第 i 个残差, 由 M 估计解得。

可见, 由 M 估计得到的解 X̂ 就是观测量 L

的非线性函数, 关系复杂, 无法展开成 L 的直接

线性函数。退而求其次, 如能得到 X̂ 关于 L (或

观测误差)的某种间接线性函数、根据这种间接线

性函数进一步能得到整个基本随机向量的某种线

性表达式,从而得到基本随机向量的协方差矩阵,

那也是令人欣慰的[ 2]。所幸的是统计学家对 M-

估计的线性表示从概率意义上已取得了前期重要

成果。

该领域的最早工作是中位数的线性表示
[ 3]

n ( X̂ - X ) = (2 nf ( 0) )- 1 E
n

i= 1

sign( $i ) + Rn

(7)

式中, X̂ 是位置参数的中位数估计; X 是期望; f

是误差分布; $i 是独立同分布的观测真误差, 密

度为 f ( $i , R
2
) , R

2
是方差; sign 是符号函数;

Rn= O( n
- 1/ 2

)随样本容量增大而趋于无穷小。

可见线性表示的逼近精度与样本容量有关。如果

将上式改写成等价形式

X̂ - X = ( 2nf (0) )- 1 E
n

i= 1

sign( $i ) + n
- 1/ 2

R n

(8)

则 n
- 1/ 2

R n 在样本趋于无穷大时是 Rn 的高阶无

穷小。Bahadur 得到了独立同分布的最小绝对残
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差的线性表示[ 4]

( A
T
A)

1/ 2
( X̂ - X) =

 (2f (0) )- 1
( A

T
A )

- 1/ 2 E
n

i= 1

sign( $i ) a i + Rn (9)

当观测误差独立同分布时,陈希孺得到了更一般

的 M 估计的线性表示
[ 2]

( A
T
A)

1/ 2
( X̂ - X) =

 K- 1
1 ( A

T
A)

- 1/ 2 E
n

i= 1
W( $i ) a i + Rn (10)

式中, K1 = E( Wc( $i ) ) = QWc( $i ) f ( $i , R2
)d $i

X 0 称为第一 多余参数 ( the f irst nuisance

parameter)。( A
T
A)

1/ 2
( X̂ - X) 服从渐近正态分

布[ 2]

( A
T
A)

1/ 2
( X̂- X) ~ N (0, K- 2

1 K2I ) (11)

式中, K2 = E( W2
( $i ) ) = QW2

( $i ) f ( $i , R
2
)d $i

是第二多余参数( the second nuisance parameter) ,

并且有

K
- 2
1 K2= E( IF

2
( $i ) ) (12)

式中, IF ( $i ) = W( $i ) / E( Wc( $i ) )与独立同分布

时误差对 1维位置参数的影响函数[ 1]相同。由式

(11)得参数的 M 估计的渐近方差矩阵为

DX̂X̂ = K- 2
1 K2( A

T
A)

- 1
(13)

式(10)的等价形式为

X̂ = X+ K- 1
1 ( A

T
A)

- 1 E
n

i= 1
W( $i ) ai + ( A

T
A)

- 1/ 2
Rn =

X+ K- 1
1 ( A

T
A)

- 1
A

T W+ (A
T
A)

- 1/ 2
Rn (14)

式中, W= ( W( $1) , W( $2) , ,, W( $n) )
T。根据文

献[ 2] , 由 lim
n y ]

( A
T
A)

- 1= 0, 可得 lim
n y ]

( A
T
A )

- 1/ 2

= 0, 因此, ( A
T
A )

- 1/ 2
Rn 是 R n 的高阶无穷小。

因为 X 是常量, ( A
T
A)

- 1/ 2
R n 是可忽略的无穷

小,可以忽略。在式( 14)中应用方差传播定律同

样可得到式(13)。

对测量数据处理而言, 仅仅得到参数的 M

估计的方差矩阵是不够的,我们还希望得到整个

基本向量 Z= ( L
T
, X̂

T
, V

T
, L̂

T
)

T 的方差协方差

矩阵。它不仅具有理论意义, 其中的一些方差矩

阵还具有实际用途, 比如,残差的方差矩阵是构造

基于 M 残差的巴尔达型统计量的前提。针对由

独立同分布误差膨胀而成的独立不等精度误差,

本文在于获取基本向量的方差协方差矩阵。

2  独立不等精度 M估计的

线性表示

  本节用 $1, $2, ,, $n 表示前面的具有方差

R2的独立同分布误差, 密度为 f ( $i , R
2
)。K1 =

E( Wc( $i ) )和 K2= E( W2
( $i ) )与第一节的多余参

数完全等价; $1, $2, ,, $n 表示分别具有方差 R2
i

的独立不等精度误差,密度为 g i ( $i , R
2
i ) , 同时设

该误差由独立同分布误差膨胀生成, 具有确定的

函数关系 $i= p
- 1/ 2
i $i 或 $i= p

1/ 2
i $i , p i= R2

/ R2
i。

对 $i = p
- 1/ 2
i $i , 根据已知随机变量密度求

随机变量函数的概率密度的定理[ 10]
, g i ( $i , R

2
i )

可以表示为

g i ( $i , R
2
i )= f ( $i , R

2
) | $

i
= p

1/2

i
$
i

d $i
d $i

=

f ( p
1/ 2
i $i , R

2
) p

1/ 2
i

同理,对 $i= p
1/ 2
i $i ,有

f ( $i , R
2
)= g i ( $i , R

2
i ) | $

i
= p

- 1/2

i
$
i

d$i
d$i

=

g i ( p
- 1/ 2
i $i , R

2
i ) p

- 1/ 2
i

在上述前提下, 于式( 14)中, 分别用 P
1/ 2

A,

p
1/ 2
i ai 和 p

1/ 2
i $i 代替 A, ai 和 $i 即可得到未知参

数 M 估计的线性表示

X̂ = X + K- 1
1 N

- 1 E
n

i= 1

W( p 1/ 2
i $i ) p

1/ 2
i ai + N

- 1/ 2
Rn =

X + K- 1
1 N

- 1
A

T
P

1/ 2 W+ N
- 1/ 2

Rn (15)

式中, K1= E( Wc( p 1/ 2
i $i ) ) ,

W= ( W( p 1/ 2
1 $1) , W( p

1/ 2
2 $2) , ,, W( p 1/ 2

n $n) )
T

N
- 1/ 2

Rn 与 Rn 同样是高阶无穷小。剩余项 Rn 的

无穷小形式在于它的纯数学分析意义,在实用中可

以忽略不计,而应用中最需要的是线性项部分。

K1 = E( Wc( p 1/ 2
i $i ) ) =

QWc( p 1/ 2
i $i ) g i ( $i , R

2
i )d $i =

QWc( $i ) g i ( p - 1/ 2
i $i , R

2
i ) p

- 1/ 2
i d $i =

QWc( $i ) f ( $i , R2
) d$i

可以看出, 与第一节的相应多余参数完全等

价。对 K2 和后面导出的 K3 具有同样的性质; 对

由独立同分布的误差膨胀而成的独立不等精度的

误差进行等精度变换后的多余参数与独立同分布

时的多余参数相同, 与不等精度的误差无关。

由式( 15) , 根据方差传播定律得不等精度观

测的参数的 M 估计的方差矩阵为

DX̂X̂= K
- 2
1 K2N

- 1

式中, K2= E ( W
2
( p

1/ 2
i $i ) )。据式( 15) , 有

V= AX̂- L=
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K- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2 W- $+ AN
- 1/ 2

Rn

L̂= K- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2 W+ AX+ AN
- 1/ 2

Rn

基本向量 Z= ( L
T
, X̂

T
, V

T
, L̂

T
)

T 有如下线性表示

L

X̂

V

L̂

=

   0

K- 1
1 N

- 1
A

T
P

1/ 2

K- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

K- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

W+

 I
 0

- I

 0

$+

 A
- I

 0

 A

X+

 0

N
- 1/ 2

AN
- 1/ 2

AN
- 1/ 2

R n (16)

线性表达式的特点:

1. 无穷小量 R n 与样本大小有关;

2. K1 与误差分布及其单位权方差有关。

3  基本向量的协方差矩阵

由于数学期望 X 是常量, R n 是关于样本大

小的无穷小量,在计算协方差矩阵时可以忽略。

由于误差向量 $中各误差彼此独立, W( x )

是奇函数,所以

E( W( p
1/ 2
i $i ) )= 0

E( W( p 1/ 2
i $i ) W( p

1/ 2
j $j ) )= 0, i X j

令 K3= E( W( p 1/ 2
i $i ) ( p

1/ 2
i $i ) ) , 我们称为第

三多余参数( the third nuisance parameter) ,则

DW= E( ( W- E( W) ) ( W- E( W) ) T
)= K2 I (17)

D W$= E( ( W- E( W) ) ( $- E( $) ) T
)= K3P

- 1/ 2

(18)

根据协方差传播定律,有

DZZ=

   0

K- 1
1 N

- 1
A

T
P

1/ 2

K- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

K
- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

DW

   0

K- 1
1 N

- 1
A

T
P

1/ 2

K- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

K
- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

T

+

   0

K- 1
1 N

- 1
A

T
P

1/ 2

K- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

K
- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

DW$

 I

 0

- I

 0

+

 I

 0

- I

 0

DW$

   0

K- 1
1 N

- 1
A

T
P

1/ 2

K- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

K
- 1
1 AN

- 1
A

T
P

1/ 2

T

+

 I

 0

- I

 0

D$

 I

 0

- I

 0

T

=

R2
P

- 1 K- 1
1 K3 AN

- 1 K- 1
1 K3AN

- 1
A

T
- R2

P
- 1 K- 1

1 K3AN
- 1

A
T

K- 1
1 K3N

- 1
A

T K- 2
1 K2N

- 1
(K- 2

1 K2 - K- 1
1 K3) N

- 1
A

T K- 2
1 K2N

- 1
A

T

K- 1
1 K3 AN

- 1
A

T
- R2

P
- 1

( K- 2
1 K2- K- 1

1 K3) AN
- 1

( K- 2
1 K2- 2K- 1

1 K3 ) AN
- 1

A
T
+ R2

P
- 1

(K- 2
1 K2 - K- 1

1 K3) AN
- 1

A
T

K- 1
1 K3AN

- 1
A

T K- 2
1 K2 AN

- 1
(K- 2

1 K32 - K- 1
1 K3) AN

- 1
A

T K- 2
1 K2AN

- 1
A

T

(19)

协方差矩阵特点:

在基本随机向量的协方差矩阵中,除观测量

(或观测误差)的协方差矩阵以外, 有如下特点。

1. 协方差矩阵由 3个多余参数 K1, K2, K3 设

计矩阵和权矩阵决定。

2. 3个多余参数 K1, K2和 K3取决于 M 准则

的 W( x )、误差分布和单位权方差。

3. 协方差矩阵依样本大小渐近成立。

4. 除最小二乘法以外, 一般情况下 D VX̂ ,

D VL̂不再为零, 说明残差与参数平差量和观测量

平差量不再独立。其原因在于,在一般的 M 估计

中,观测值的平差量不再是观测量在设计矩阵列

向量所张成的空间的正交投影, 即残差向量与观

测量平差量不再垂直。

4  L q( 1 [ q [ 2)估计的多余参数与

协方差矩阵

  一旦给定 M 估计准则以及误差分布密度,

我们即可得到多余参数的具体表达式, 进一步地,

就得到式( 19)的具体形式。因此, 我们只需求出

多余参数的具体形式即可。独立不等精度观测的

Lq (1 [ q [ 2)范估计准则为

E
n

i= 1

( p i | $i | )
q

$
i
= V

i

= min (20)

由于 p
1/ 2
i $i 就是将不等精度化为等精度,具有相

同的方差 R
2
。在计算多余参数时可以采用具有

方差 R2 的误差 $来定义相应的函数,即
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  Q( $)= q
- 1| $| q

W( $)= | $| q- 1sign( $)

Wc( $)= ( q- 1) | $|
q- 2

+ | $|
q- 1

signc( $)

4. 1  误差为正态分布时的多余参数与协

方差矩阵

具有方差 R2 的误差正态分布为

f ( $)= ( 2P)
- 1/ 2

R
- 1

exp(- $
2
(2R

2
)

- 1
)

K1 = E( Wc( $) ) =

 Q
]

- ]

( ( q - 1) | $ |
q- 2

+ | $ |
q- 1signc( $) ) #

 (2P)- 1/ 2R- 1exp (- $2
( 2R2

)
- 1
) d$ =

 2Q
]

0

( q- 1) $q- 2
(2P)- 1/ 2R- 1exp (- $2

(2R2)- 1d$+

 2 | 0 |
q- 1

( 2P) - 1/ 2R- 1

令 t = $2
(2R2

)
- 1
, 将 $ = 21/ 2Rt 1/ 2 和 d $ =

2- 1/ 2Rt- 1/ 2dt 代入K1 中并整理得

K1 = R
q- 2

2
( q- 2) / 2

P
- 1/ 2

( q - 1) #(
q - 1

2
) +

 2 | 0 |
q- 1

( 2P) - 1/ 2R- 1
=

 
2(2P)

- 1/ 2
R
- 1

q = 1

Rq- 22( q- 2) / 2P- 1/ 2
( q- 1) #(

q - 1
2

) 2 \ q > 1

同理得

K2= E( W2
( $) )= R2( q- 1) 2q- 1P- 1/ 2 #(

2q- 1
2

)

K3= E ( W( $) $)= Rq 2q / 2P- 1/ 2 #(
q+ 1

2
)

将 q= 1时的 K- 2
1 K2= 2- 1PR2 和 K- 1

1 K3 = R2

代入式(19)即得 L 1 估计的基本向量的方差协方

差矩阵

DZZ= R
2

P
- 1

AN
- 1

AN
- 1

A
T- P

- 1
AN

- 1
A

T

N
- 1

A
T 2- 1PN- 1

(2- 1P- 1) N - 1
A

T 2- 1PN - 1
A

T

AN
- 1

A
T
- P

- 1
(2

- 1
P- 1) AN

- 1
( 2

- 1
P- 2) AN

- 1
A

T
+ P

- 1
(2

- 1
P- 1) AN

- 1
A

T

AN
- 1

A
T

2
- 1
PAN

- 1
(2

- 1
P- 1) AN

- 1
A

T
2

- 1
PAN

- 1
A

T

(21)

可以看出,该式与最小二乘估计的式( 3)不同, 其

中没有零分块矩阵,说明式中的 DVL̂, DVX̂及其转

置不再为零。

将 q= 2时的 K
- 2
1 K2= R

2
和 K

- 1
1 K3= R

2
代入

式(19)即得 L 2 估计(最小二乘估计)的基本向量

的方差协方差矩阵, 与式(3)完全相同。

当 2> q> 1时, K- 2
1 K2 和 K- 1

1 K3分别为:

K- 2
1 K2= R22P1/ 2

( q- 1) - 2 #(2 q- 1
2

) #( q- 1
2

)
- 2

K- 1
1 K3= R22( q- 1) - 1 #(

q+ 1
2

) #(
q- 1

2
)

- 1= R2

将它们代入式( 19)即得相应的基本向量的方差协

方差矩阵 (省略, 不写出)。由于这里的 K- 2
1 K2,

K
- 1
1 K3和 K

- 2
1 K2- K

- 1
1 K3 不都为零, 协方差阵中

的 DVL̂, DVX̂及其转置也不为零。

4. 2  误差为 Lq 范分布时的多余参数与协

方差矩阵

此时的 L q 估计即是 L q 范分布的极大似然

估计。具有方差 R2 的 L q 范分布的密度函数

为[ 7]

 f ( $)= q
1- q

- 1

2kR#( q - 1
)
exp (- q

- 1 $
kR

q

) (22)

式中, k= ( q
2q

- 1

#( 3q
- 1
) / #( q

- 1
) )

1/ 2
。

多余参数的计算方法与 4. 1 节相同,有如下

结果:

K1 = E( Wc( $) ) = Q
]

- ]

( ( q - 1) | $ |
q- 2

+

 | $ |
q- 1

signc( $) ) q
1- q

- 1

2 kR#( q
- 1
)

exp (- q
- 1 $

kR

q

)d $=

 ( q - 1) ( kR) q- 2
q

1- 2q
- 1 #( 1- q

- 1
)

#( q- 1
)

+

 2 | 0 |
q- 1 q

1- q
- 1

2kR#( q- 1
)
=

 

q
1- q

- 1

kR#( q- 1
)
, q = 1

q
2( 1- q- 1)

( kR)
q- 2 #(2 - q

- 1
)

#( q
- 1
)

, 2 \ q > 1

K2 = E( W2
( $) ) =

 Q
]

- ]

| $ |
2( q- 1) q

1- q- 1

2kR#( q
- 1
)
exp (- p

- 1 $
kR

q

)d$=

 q
2( 1- q

- 1
)
( kR) 2( q- 1) #(2 - q

- 1
)

#( q- 1
)

K3 = E( W( $) $) =

 Q
]

- ]

| $ |
q- 1

sign( $) $
q

1- q- 1

2kR#( q
- 1
)

#

 exp (- p
- 1 $

kR

q

) d$ = ( kR) q

将 K1, K2, K3代入式(19)并整理得
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DZZ= kqR
2

k
- 1
q P

- 1
AN

- 1
AN

- 1
A

T
- k

- 1
q P

- 1
AN

- 1
A

T

N
- 1

A
T

N
- 1 0 N

- 1
A

T

AN
- 1

A
T
- k

- 1
q P

- 1
0 - AN

- 1
A

T
+ k

- 1
q P

- 1
0

AN
- 1

A
T

AN
- 1 0 AN

- 1
A

T

(23)

式中, kq = q
- 2 #2

( q
- 1
)

#(3 q- 1
) #(2- q

- 1
)
。式 ( 23)即

是观测误差服从 q-范分布的L q 估计的基本向量

的方差协方差矩阵, 并且式(23)中有 4 个零分块

矩阵, 分别与 DVL̂ , D VX̂及其转置对应。可见, 作

为极大似然估计的 L q 估计, 其残差向量与参数

估计量和观测量平差量的协方差为零, 与最小二

乘估计具有同样的规律。

5  讨论与结论

由统计学家在误差独立同分布条件下得到的

线性表达式与未知参数估计量的渐近方差矩阵不

适用于污染分布。因此,本文导出的结果只适用

于由独立同分布误差膨胀而成的独立不等精度误

差。

在基本向量的方差协方差矩阵中,除观测量

平差量的方差协方差矩阵仅具有理论意义外, 其

余的方差协方差矩阵不仅具有理论意义,而且具

有实用价值。比如, 我们可以根据它们构造方差

分量估计公式, 还可以根据残差的方差矩阵构造

残差检验统计量。

基本向量的方差协方差矩阵由依赖于误差分

布的 3个多余参数惟一确定, 其中第三多余参数

由本文首次定义。对 M 估计的一种, 即 L q 范估

计,导出了多余参数与相应基本向量的方差协方

差矩阵。

1. 当误差取 q 范分布时, L q 范估计是极大

似然估计, DVL̂, DVX̂及其转置为零;

2. 误差取正态分布时, 除最小二乘估计外,

其余 L q 范估计的D VL̂, D VX̂及其转置不为零。
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