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Abstract: By analysis and comparison o f several mathematical models in surveying adjustment, it could be found

t hat their solut ion expressions may be unified in form. The unified formula of these solutions could be derived based

on the principle of T ikhonov regularization.

Due to t he inspir at ion of Quas-i Stable adjustment, the new idea is put forward by author of the paper to so lve

il-l posed problems, that is named / fitting method by selection of the parameter w eights0 .

It is emphasized t hat a specific analysis of the parameters should be performed based on the specific situation

w hen an il-l posed problem is considered to be solved. The results in accord w ith objective practice w ill be obtained by

using the uniform formula of t he solutions as a reasonable w eight matr ix or restricted condition about the unknown

parameters is constructed. In the final section of the paper, two examples ar e intr oduced to illustrate the effect of

t he new method.
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摘  要:将测量平差中常见的几种数学模型分析比较, 发现它们的解可以统一表达, 形式上,都

可以由吉洪诺夫正则化原理导出。在拟稳平差思想的启迪下, 作者提出选权拟合法解不适定

问题的思路。作者强调, 解不适定问题应根据具体问题对参数作具体分析,找出合理的权阵或

参数约束矩阵, 利用统一的解式,可以得到符合客观实际的结果。最后介绍两个新解法算例。
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1  前  言

测量平差问题大多属于线性模型参数估计的

范畴,实质上可以看成是反演问题,即由现象推求

机理。反演中常遇到不适定问题[ 1] , 例如秩亏和

病态问题, 也是测量平差中需要重点解决的课

题
[ 2~ 3]

,因此可以吸取数学及其他相邻学科中有

关反演研究的理论成果。事实上, 以往测量平差

理论发展过程中有许多成功的经验可以借

鉴[ 2~ 6]。

仔细分析测量平差中常用的数学模型, 可以

发现它们的解可以用一个关系式统一表达。进而

可以看到, 它们都能在吉洪诺夫的正则化原理下

导出解的表达式。

然而具体问题的解决不能生搬硬套已有的解

的模式。我们的任务是在统一的基本原则下,寻

求适合于具体问题的优化解法。注意到文献[ 7]

讨论过顾及先验信息的几种平差方法的比较, 这

种总结是有意义的。但本文的讨论涉及到的类型

和范围更广泛。

下面我们来分析测量平差中的几种数学模型

和它们的解。

间接平差, 这是最基本的模型
[ 4]
。设有线性

观测方程

A
m

nm
X= L+ V,观测权阵 P ( 1a)

其中, A 是系数阵, n > m, 列满秩, X 是待估参

数, L 是观测值(实测值减近似计算值) , V为观

测噪声。

可以直接由经典最小二乘原理求得 X 的估

值

X̂ = ( A
T
PA)

- 1
A

T
PL (1b)

其他线性平差模型都可看成是在间接平差模

型基础上的扩展。

1. 1  秩亏自由网平差[ 2~ 4]

自由网平差数学模型表示成

A
r

nm
X= L+ V   权 P

G
d

dm
X = 0

( 2a)

由于系数阵 A 秩为 r< m,秩亏数 d = m-

r ,于是上式中附加基准条件, 其解为

X̂= ( A
T
PA+ G

T
G)

- 1
A

T
PL (2b)

有时也可考虑取对参数加权的约束条件:

GPXX = 0, 可用 G= GPX 取代式( 2b)中的 G 来

求解。

1. 2  病态问题[ 4, 9, 11]

基本模型

AX= L+ V (3a)

由于法方程系数阵 N= A
T
PA 的条件数很

大,需要采取特殊措施求解。岭估计是常用的方

法,它通过岭参数 A(或阻尼因子)的作用, 改善法

方程的状态。岭估计可以表达成

X̂= ( A
T
PA+ AI ) - 1

A
T
PL (3b)

广义岭估计

X̂G= ( A
T
PA+ GKG

T
)

- 1
A

T
PL ,

K= diag( k 1, ,, km ) (3c)

1. 3  拟合推估(或称配置)模型[ 3~ 6]

模型中既含有非随机量 X,又含有随机量 S。

注意到 S 既是待估量,又是随机量取值。顾及 S

的统计特性,解联立方程组

A
m

nm
X+ B

nJ
S
J1

= L- n  观测权 Pn

S= S  随机信号权 Ps

(4a)

解得

X̂

Ŝ
=

A
T
PnA A

T
PnB

B
T
PnA B

T
PnB+ Ps

- 1
A

T

B
T PnL

(4b)

对于未测点信号,可通过互协方差推估。

1. 4  半参数模型,又称为不完全参数化
模型[ 8, 10, 15]

A
m

nm
X+ S

n1
= L- n (5a)

其中, X 是非随机参数, S 是非参数信号, n 是噪

声。

这里信号 S 不考虑统计特性,是与拟合推估

模型的区别。

半参数模型的解可表示成

X̂

Ŝ
=

A
T
PnA A

T
Pn

PnA Pn+ AR

- 1
A

T

I
PnL

(5b)

其中, R 是平滑矩阵, A是平滑参数。

1. 5  卡尔曼滤波[ 4, 11]

随着 GPS在导航和动态定位中的应用,卡尔

曼滤波方法受到越来越多的重视。函数模型表示

成

X k+ 1= <k+ 1, kX k+ Wk

Lk+ 1= Ak+ 1X k+ 1+ Vk+ 1

(6a)
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第一式是状态方程, 第二式是观测方程。其中, 5

是状态转移矩阵, W是动态噪声, A 是系数阵, V

是观测噪声。统计模型可见有关文献。

在实际应用中状态参数往往多于观测值个

数,因此观测方程系数阵大多是秩亏的。

如果记 X̂= X̂k+ 1- X̂ k+ 1, k , L= Lk+ 1- Ak+ 1

X̂ k+ 1, k ,这里 X̂ k+ 1, k是最优一步预报估计, 那么

滤波解

X̂ = ( A
T
k+ 1Pk+ 1Ak+ 1+ PX )

- 1
A

T
k+ 1Pk+ 1L

(6b)

其中, PX = E - 1
k+ 1, k , 即预报误差方差阵的逆阵。

X̂ k+ 1= X̂k+ 1, k + X̂。

1. 6  反演问题[ 9]

目前许多反演问题仍可用下面的线性模型表

达

AX= L ( 7a)

根据观测值个数 n 和参数个数 m 的不同关

系,将模型(7a)分为超定( n > m) , 不定( n < m)

以及混定( | A | U 0)三类, 但它们的解都可表达成

X̂= ( A
T
A+ AR)

- 1
A

T
L (7b)

其中, R 和A分别为正则化矩阵和正则化参数。

顺便列举附有先验统计信息的参数估计模

型[ 4, 7]
,基于模型 AX = L + V, 如果还已知参数

的协方差阵 2X 或权阵PX ,那么,解得

X̂ = ( A
T
PA+ PX )

- 1
A

T
PL (8)

如果将 X 看成已知统计特性的信号, 这时可

看成不含非随机参数的拟合推估模型的特殊情

形。

2  解的统一表达

分析以上列举的测量平差中采用的基本模型

的解式,可以发现,它们可统一表达成

Ẑ= ( C
T
PnC+ APZ )

- 1
C

T
PnL (9)

例如, 对于秩亏自由网平差,取 C= A, Pn =

P, PZ= G
T
G, Ẑ= X̂。

对于岭估计, 取 C= A, Pn= P, PZ = I , (对

于广义岭估计, A= 1, PZ= GKG
T
) , Ẑ= X̂。

对于拟合推估及半参数模型, 它们也可归类

为秩亏问题,

C= ( A  B ) 或 C = ( A  I ) , PZ =

0

PS
或 PZ=

0

R
, Ẑ= X̂

其他几种模型亦可按这种形式处理。

3  正则化方法

吉洪诺夫正则化方法是针对不适定问题提出

来的[ 1]。对于线性化模型

L= CZ (10)

其中, Z 是待估参数, C 是系数阵。为使式(10)

有唯一稳定解,构造准则函数

M
A
( Z, L)= +CZ- L +2

P
n
+ A8 ( Z ) (11)

使式( 11)最小化的参数 Ẑ 即是所要求的式( 10)

的解。

式(11)中 8 ( Z)称为稳定泛函, 它的作用是

将原有不适定问题转化为适定问题。A是正则化

参数(或称平滑参数) , 起着平衡 M
A
右边两项的

作用。+# +2
P 表示加权 2范。

在实际计算中,稳定泛函 8 ( Z )可取不同形

式
[ 11]

, 例如取

8 ( Z ) = + GZ +2 = Z
T
G

T
GZ = Z

T
PZZ, 其中

PZ= G
T
G

求解

5= +V+2
P

n
+ A8( Z)= + V+2

P
n
+ AZT

PZZ= min

(12)

令 9 5 / 9Z= 0,得到

Ẑ= ( C
T
PnC+ APZ )

- 1
C

T
PnL (13)

对照式(9) ,可见目前测量平差中不适定问题

(秩亏或病态)大多可基于吉洪诺夫正则化方法来

求解。当然对于适定问题(如模型( 1a) ) , 可看成

它的特殊形式。

容易联想到测量平差中提到的广义最小二乘

原理
[ 4]

+ V+2
P
n
+ +VX +2

P
X
= min (14)

当 A= 1 时, 式 (12)与式( 14)在形式上是一

致的。

正则化方法的核心是通过附加/全部或部分

参数(或其改正数)加权平方和极小0的条件,也即

相当于增加约束,补充(先验)信息,来克服不适定

性,使解唯一且稳定。

根据附加的关于参数的约束不同,或者说参

数的权阵选择不同, 可以得到不同物理意义的解,

例如最小能量解,最平滑解等等
[ 9]
。秩亏自由网

平差中有不同基准下的不同解[ 2, 4]。

4  拟稳平差思想的启迪

对于不适定问题,附加不同约束可得到不同
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意义的解,因此关键是如何选择约束条件。我国

著名大地测量学家、误差理论专家周江文先生提

出的拟稳平差[ 2~ 3]思想,能给我们深刻的启迪。

拟稳平差不同于其他自由网平差,强调将监

测网的形变点分成/拟稳点0和/非拟稳点0,然后

对相应于拟稳点的参数施加约束(改正数平方和

极小)。这样的原则既有测量依据,又符合客观实

际,是拟合而非强制附合,因而解算结果要优于其

他自由网平差结果, 拟稳平差在形变分析中已得

到广泛应用。

借鉴拟稳平差的思想, 粗差的拟准检定

法[ 12~ 14]按一定规则将观测值分成/拟准0和/非

拟准0两部分,对拟准观测的真误差附加平方和极

小的约束,求解关于真误差的秩亏方程。然后根

据真误差的估值的分群特性来判别粗差。由于这

种求解原则有客观依据, 不是强制附合,因而能将

含粗差的观测值检测出来。因此, 选择合理的约

束条件或稳定泛函 8 ( Z )是求解不适定问题的关

键。

伪逆平差对所有参数附加平方和极小条件,

致使解靠近参数的近似值,会歪曲结果;岭估计的

实质也是要求所有参数的平方和(以 A为权)极

小,因而岭估计的结果依赖于参数的近似值。

5  新的研究思路

5. 1  跳出以往的求解框架
目前自由网平差时, 人们已重视附加基准条

件的选择。然而解病态问题大多只关注如何选岭

参数,效果不太好。解拟合推估问题,偏重于协方

差函数的算法。因此, 笔者认为更重要的是从原

理上分析以往解法的不足。

5. 2  选权拟合法
不适定问题的解法的关键, 是要辨证地选择

/稳定泛函0(约束条件)。实质是选择参数的权函

数 PZ,因此我们将解法称作/选权拟合法0。

对于病态问题,如果能事先对于部分参数有

较可靠的先验信息, 则对这部分参数附加适当约

束,可能会改善解的结果。本文提到的/先验信
息0,不局限于已知的方差(协方差)阵, 也可以是

其他规律性认识,例如曲线的光滑度等等。例如

取约束为

+GZ +2
= Z

T
PZZ= Z

T
1 PZ

1
Z 1

其中, Z=
Z0

Z1

, PZ =
O

PZ
1

, Z 1 为先验信息

较可靠的那部分参数。

对于拟合推估问题, 假设能通过适当的方法,

对趋势性部分的参数 X 的近似值有较精确的了

解,即 X
0 较可靠,那么可以对 X 附加约束,而不

对随机量 T 的取值附加约束, 即取

PZ=
PX

O
,

+Z +2= Z
T
PZZ= ( X

T  T
T
)
PX

O

X

T
=

X
T
PXX

于是求解原则变成, X
T
PXX + n

T
Pnn= min,这样

也可能改善解的结果。对于非测点信号,仍利用

已知的协方差关系进行推估。

对于半参数模型,可对 X 或部分S 约束, 约

束数不一定取 n 个, 视问题性质, 能满足求得唯

一解即可。

以上建议的这几种形式, 笔者都做过较多模

拟计算,结果均比以往方法要好。本文在算例部

分给出其中的两个算例。

5. 3  适当选择平滑参数
在稳定泛函 8 ( Z)一项的基础上, 添加平滑

参数 A,可起到平衡泛函 M
A
( Z , L)中的两项,即

+V+2
P

n
和 8 ( Z)之间的关系的作用。

选择适当的 A需要利用最优化算法,例如遗

传算法、或/ L 曲线法0[ 10]、广义交叉核实法[ 8]等

办法。另外顾及 A的效果如何, 还需要深入研

究。

6  算  例

为了说明选权拟合法在解测量平差不适定问

题时的效果, 下面介绍半参数模型和 GPS快速定

位中模糊度解算的两个例子。限于篇幅,有的具

体细节从略,只说明结果。

6. 1  半参数模型
模拟算例(取自文献[ 15] ,做了一些改造)

模拟真值 X =
2

3
, Y1 = AX , A 为 100 @ 2

阶系数阵, A i 1= i / 20, A i2 = ( i / 20)
2
, i= 1, 2, ,,

100,系统误差 S = ( S i ) , S i = 10sin( t i ) , t i = 2( i

- 1)P/ 100, i= 1, 2, ,, 100,观测误差 $i~ N (0,

1) ,观测值 L= Y1+ S+ $= AX+ S+ $

按三种方法计算, ¹ 经典 LS 解; º半参数

模型解; » 选权拟合解, 然后进行对比分析。取

100个观测中的前 90 个作拟合区, 后 10个作为
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预报区,计算结果见图 1和图 2。

图 1  系统误差的拟合与预测

  F ig. 1  The values of fitting and prediction of

the system err ors

图 2 观测值的拟合与预测

  Fig . 2 T he values of fitting and prediction of

the observations

从图 1 看到, 对系统误差 S 的拟合, 选权拟

合法的结果更接近真值。

由于在90个观测拟合区,附加约束 S
T
RS 不

满足最小的条件,半参数解法出现大的偏差, 与经

典 LS解的结果相近,偏离真值较多。在预报区,

新解法也好于另两种方法。

从图 2 看到,观测值的平差值 3种解法在拟

合区大致相近, 在预报区,选权拟合法结果好于其

他两种。(限于篇幅,选权拟合法的实施过程将在

另文介绍。)

可以得出结论:附加约束条件应尽可能符合

实际,这样的解才更准确。

6. 2  快速解算相位模糊度算例(典型病态

问题) [ 16]

基线长 3 220. 340 m, 2003年 2月 18日上午

10B00~ 11B00用 Javad GPS 接收机观测 6颗星,

采样率为 1 s,截止高度角为 15b,随机取 5个历元

L1 单频数据形成双差,用两种方案计算模糊度。

方案 1: 选权拟合法(对坐标分量取适当权约

束[ 16] )

方案 2: LS+ LAMBDA方法

计算结果见表 1。

结果表明,新方法适当降低了法方程条件数,

模糊度浮点解接近其准确值, 经搜索容易固定模

糊度,可提高快速定位效率。经长序列(每 5历元

一组)计算, 成功率 100% , 说明结果是可信的。

而以往方法对单频观测很难在几秒钟固定模糊

度。

表 1 算例 2两种方案结果比较

Tab. 1  The comparisons of the results between the two

schemes

内容 方案 1 方案 2

法方程条件数 7. 615 2@ 106 1. 779 1 @ 1010

10. 112 9 23. 804 9

1. 619 4 25. 029 3

浮点解 20. 810 6 - 7. 955 8

- 28. 131 6 - 7. 262 2

- 15. 662 5  2. 617 7

+ N̂ - N + 1. 383 0 47. 532 3

10   固 不  
2   定 能  

固定解  21

- 27
  正 固  

- 15   确 定  

7  结束语

作者通过分析测量数据处理中的几种数学模

型,试图将它们的解用一个统一的表达式来概括。

本文涉及的模型类型要比一般顾及先验信息的平

差模型要更广泛,内涵也更丰富。形式上它们都

可由吉洪诺夫正则化原理推导出来, 解都可以用

式( 9)统一表达。作者强调,正则化方法的关键是

合理选择参数约束条件, 提出了/选权拟合0的思

路。新方法不同于以往的方法, 它倡导根据具体

问题将参数做具体分析, 然后找出合理的权阵。

这是值得深入研究的课题。初步实验, 特别是在

GPS快速解算整周模糊度的实践中[ 16, 17] , 证明选

权拟合法效果较好。

注:感谢王振杰博士提供算例计算。
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