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自适应去噪函数性能研究
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1) ( 国防科学技术大学电子科学与工程学院，长沙 410073) 2) ( 海南大学信息科学技术学院，海口 570228)

摘 要: 提出一种新自适应去噪函数。与经典的硬阈值函数与软阈值函数相比，此函数具有明显优点。首先，此函

数表达式简单易于计算，连续并有无穷阶导数，便于进行各种数学处理; 其次，本文证明了新函数具有收敛性、连续

可导性及自适应性，为信号的自适应去噪提供了新的方法。仿真结果表明新函数不仅能有效去除噪声，而且比两

种经典的阈值函数有更高的信噪比和更好的视觉效果，去噪后图像相对硬阈值函数去噪图像较光滑，相对软阈值

函数去噪图像则更多地保留了图像边缘等局部特征，同时其均方误差最小，优于经典的两种阈值函数。
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Research on a new function for image adaptive denoising
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1) ( College of Electrical Science and Engineering，National University of Defense Technology，Changsha 410073 China)
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Abstract: In this paper we introduce a new function for image denoising． The new function is simple and continuous． It
obtains some advantages from both: the hard-thresholding function and the soft-thresholding function． It overcomes the
shortcoming that there is an invariable dispersion between the estimated wavelet coefficients and decomposed wavelet
coefficients of the soft-thresholding method． At the same time，this function overcomes the shortcoming of the hard-
thresholding method with discontinuous functions． We proof that the new function satisfies the shrinkage condition and has
infinite rank continuous derivative． At the same time，it has adaptive character and is suitable for various mathematical
processing． These advantages make it possible to construct an adaptive algorithm for image denoising． At last，several
numerical experiments show that the proposed new function is very effective and predominant． It gives better performance
both in terms of PSNR and in visual quality． Our function can preserve more significant information of original images like
edges and details than the soft-thresholding function． At the same time，the images denoised by our function are smoother
than those denoised by the hard-thresholding function． It also gives a better MSE performance than two typical methods．
Keywords: wavelet transform; hard-thresholding function; soft-thresholding function; new denoising function; MSE
estimate; image denoising

0 引 言

小波阈值去噪算法是一种实现简单且效果较好

的非线性去噪方法，它的优点是噪声可以得到很好的

抑制，且反映原始特征的尖峰点得到很好的保留。最

早的阈值去噪方法是 Donoho 提出的 VisuShrink 方

法［1］，这种阈值方法又称为通用阈值去噪法，由于此

方法在 Besov 空间上可得到最佳估计值，因此阈值去

噪方法引起了国内外很多学者的注意。在国内，很多
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学者都对阈值函数进行了研究和应用，并分别提出了

新的阈值函数［2-7］，但由于他们所采用的新阈值函数

都是分段函数，都只是对硬阈值函数或软阈值函数进

行了改进，表达式复杂，无法求导，在具体应用中不便

于进行运算处理。曲天书［8］等人提出了一种新的阈

值函数，其功能类似于软阈值函数，连续可微，易于求

导，实现了图像的自适应去噪。但由于其功能类似于

软阈值函数，具有小波系数与原有系数之间有固定偏

差的缺点，并且不能很好地保持图像边缘等局部特

征，限制了它的进一步应用。本文提出了一种新的去

噪函数，它兼顾了硬阈值函数与软阈值函数的功能，

并且连续有无穷阶导数，便于进行各种数学处理，为

图像去噪的自适应处理提供了可能。

1 基本原理

1． 1 基本定义

假设噪声图像 Y = ( yn ) n∈［1，N］ 为真实图像 X =

( xn ) n∈［1，N］ 的观测值，即

Y = X + σb ( 1)

式中，σ ＞ 0 为已知的噪声方差，b = ( bn ) n∈［1，N］ 为

独立同分布( iid) 的高斯白噪声，b ～
iid
N ( 0，1) 且满足

| bn |≤ 1，n∈［1，N］。
图像降噪的目的是根据观测值 Y 找到图像 X

的估计值 X̂ 使得均方误差 MSE 最小，用均值取代数

学期望可得

ε = MSE ( X̂，X) = E ‖X̂ － X‖2 ( 2)

我们期望式( 2) 最小，且满足收敛条件

| Y | － σ≤| X̂ |≤| Y | ( 3)

1． 2 新去噪函数

目前获得广泛应用的硬阈值函数表达式为

ηt ( y) = 0 | y | ＜ t
y{ 其他

( 4)

式中，t 为选定的阈值，硬阈值函数去噪可以很好地

保留图像边缘等局部特征，但因硬阈值函数不连续，

去噪后图像会出现振铃、伪吉布斯效应等视觉失真。
Donoho 提出的软阈值函数表达式如下:

ηt ( y) = sgn ( y) ( | y | － t) + ( 5)

式中，( x) + = max( x，0) 。软阈值函数虽连续但导

数不连续，去噪后系数与原系数存在一个恒定的偏

差，相对硬阈值处理要平滑，但可能会造成边缘模糊

等失真现象，不能很好地保持图像边缘等局部信息。

在实际应用中，我们经常需要连续的一阶导数甚至

高阶导数进行运算处理，因此软阈值函数的应用具

有一定的局限性。
Bruce 分析了软、硬阈值去噪方法在高斯噪声

条件下的性能，得到以下结论［9］:

1) 给定阈值，软阈值总比硬阈值方法造成的方

差小;

2) 当系数充分大时，软阈值比硬阈值方差造成

的偏差大;

3) 当系数在阈值附近时，硬阈值方法有较大的

方差及偏差。
本文在文献［8］的基础上，构造了一个新的去

噪函数，表达式如下:

ηt ( y) = y × 1 － e － ( y / t) 2

1 + e － ( y / t) 2 ( 6)

考察函数，对于选定的阈值 t ，有

lim
| y|→∞

ηt ( y)
y = lim

| y|→∞

1 － e － ( y / t) 2

1 + e － ( y / t) 2 = 1 ( 7)

lim
| y|→0

ηt ( y)
y = lim

| y|→0

1 － e － ( y / t) 2

1 + e － ( y / t) 2 = 0 ( 8)

由式( 7) ( 8) 可知，当 | y |→ ∞ 时，新函数趋向于硬

阈值函数，而当 | y |→ 0 时，新阈值函数趋向于 0
值。图 1 为上述 3 种函数的图形表达，实线表示硬

阈值函数，虚线表示软阈值函数，点画线表示本文新

去噪函数。由图 1 可以看出，当系数非常大时，新阈

值函数趋近于硬阈值函数，因此能保留图像的边缘

和纹理等特征; 当系数比较小时，接近于软阈值函

数，趋近于 0 但不等于 0，因此图像保持了软阈值函

数的平滑性，比硬阈值函数光滑。图 2 为本文新去

噪函数对应不同 t 值时的图形表达，由图 2 可以看

出，新阈值函数是连续的，具有收敛性，连续可导性。

图 1 3 种去噪函数对比

Fig． 1 Three thresholding function
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图 2 不同 t 值时新去噪函数

Fig． 2 New thresholding function according to different t

1． 2． 1 收敛性

置阈值 t = σ ，定义

X̂( σ) ( yn ) = ησ ( yn ) n∈［1，N］ ( 9)

定理 1 新的去噪函数式( 6) 满足收敛条件

Y － σ≤ X̂( σ) ≤ Y ( 10)

证明: 令 u = e－ y( )σ
2

，易证 0 ＜ u ＜ 1 ，则 0 ＜
1 － u
1 + u ＜ 1 ，由式( 9) 可得

X̂( σ) = ησ = Y × 1 － u
1 + u ≤ Y ( 11)

又

X̂( σ) = ησ = Y × 1 － u
1 + u = Y － 2u

1 + uY ( 12)

由 0 ＜ u ＜ 1 得 0 ＜ 2u
1 + u ＜ 1 ，则 Y ＞ 2u

1 + uY
，

即 Y － 2u
1 + u Y ＞ 0 ，由此可知

X̂( σ) = Y － 2u
1 + uY = Y － 2u

1 + uY ( 13)

当 Y ＜ σ 时， 2u
1 + uY

＜ 2u
1 + uσ

＜ σ ( 14)

当 Y ≥ σ 时， 2uY ≥ 2uσ ＞ uσ + σ ，即

2u
1 + uY

＜ σ ( 15)

将式( 14) ( 15) 代入式( 13) 可得

X̂( σ) = Y － 2u
1 + uY

≥ Y － σ ( 16)

由式( 11 ) ( 16 ) 可得， Y － σ ≤ X̂( σ) ≤ Y ，

证毕。
由式( 1) 可知， Y ≥ X 且 X = Y － σ ≥

Y － σ ，因此

Y － σ≤ X ≤ Y ( 17)

由式( 10) ( 17) 可知，X 的估计 X̂ 与 X 在同一

个区间范围内，本文新函数去噪时可以得到更高的

PSNR 值和更好的视觉效果。
1． 2． 2 连续可导性

易证新函数式( 6) 是连续的，其一阶导数为

η
t

= － 4y3e － y( )t
2

t3 ( 1 + e － y( )t
2
) 2

( 18)

η
y

= 1 － e － y( )t
2

1 + e － y( )t
2 + 4y2e － y( )t

2

t2 ( 1 + e － y( )t
2
) 2

( 19)

二阶导数为

2η
yt

= ［8y4e － y( )t
2
( 1 － e － y( )t

2
) －

12y2 t2e － y( )t
2
( 1 + e － y( )t

2
) ］/

t5 ( 1 + e － y( )t
2
) 3 ( 20)

依此求导，可求得无穷阶导数。
1． 2． 3 自适应性

根据 SURE 无偏估计［10-11］:

ε = ‖X̂ － X‖2 = ‖ηt ( y) － X‖2 =

1
NΣ

N

n = 1
( η2

t ( yn ) － 2ynηt ( yn ) + 2σ2η' t ( yn

                 

) )

珘ε

+

1
NΣ

N

n = 1
x2n ( 21)

是 MSE 的无偏估计。基于最小均方误差算法的图像

降噪目的是找到一个最佳阈值 topt 使 MSE 最小，

topt = argmint ( 珘ε( t) ) =

argmint
1
NΣ

N

n = 1
( η2

t ( yn )( －

2ynηt ( yn ) + 2σ2η' t ( yn )) ) ( 22)

由此可得

Δt = 
珘ε
t

= 2
NΣ

N

n = 1
( ηt ( yn ) －

yn )
ηt ( yn )
t

+ 2σ2

N Σ
N

n = 1

2ηt ( yn )
ynt

( 23)

将式( 6) ( 18) —( 20) 代入式( 23) 可得

Δt = 16
NΣ

N

n = 1

y4ne
－2( yn / t) 2

t3 ( 1 + e － ( yn / t) 2 ) 3 +

24σ2

N Σ
N

n = 1

y2ne
－ ( yn / t) 2

t3 ( 1 + e － ( yn / t) 2 ) 2 +

16σ2

N Σ
N

n = 1

y4ne
－ ( yn / t) 2 ( 1 － e － ( yn / t) 2 )

t5 ( 1 + e － ( yn / t) 2 ) 3 ( 24)

采用梯度法求解最佳阈值，通过递推方式寻求
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阈值的最佳值。梯度法计算阈值的表示式为［12］

t( k + 1) = t( k) + μ( － Δt( k) ) ( 25)

μ 为正常数，阈值 t 在 k + 1 时刻的值等于 k 时

刻的值加上一个修正量，后者正比于 － Δt( k) ，这意

味着在自适应过程中的任意时刻，均方误差 ε 总是

沿着均方误差面最陡的方向下降，只要 μ 值选择适

当，总可使均方误差 ε 趋于其最小值，也即使 t( k)

趋于最佳阈值 topt 。

2 仿真实验

为了验证本文阈值函数去噪性能的有效性和优

越性，选择标准图像 Lena，Peppers，和 House，叠加

均值为零的高斯白噪声进行实验。用 Matlab7． 0 语

言对新的去噪函数进行了验证，并与经典的硬阈值

和软 阈 值 函 数 去 噪 性 能 进 行 了 对 比。算 法 步 骤

如下:

1) 置噪声方差 σ = const ，t = 3σ ，分解层数

n = 3 ; 对原始清晰图像叠加均值为零，方差为 σ 的

高斯白噪声，得到噪声图像;

2) 对噪声图像进行 n 层小波分解，选择的小波

为“bior4． 4”，得到小波变换系数;

3) 对小波变换系数进行阈值处理，分别选择硬

阈值函数、软阈值函数和新阈值函数，得到阈值去噪

后系数;

4) 对去噪后系数进行逆小波变换得到去噪后

图像。
图 3 给出了 Lena 标准图像中帽子部分图像去

噪时的结果，图 4 则给出了 House 标准图像中屋顶

部分图像去噪时的结果，为比较方便，只给出了局部

图像。
图 5 显示了标准图像“Peppers”降噪后的部分

图像结果，其中硬阈值函数降噪中 t = 3σ ，软阈值

函数中选取 Donoho 小波收缩阈值 t = 2σln槡 N ，而

新函数降噪过程中 t 值为自适应选取。
由图 3—5 可知，本文函数在有效去除噪声的同

时，提高了视觉效果，去噪后图像相对硬阈值去噪图

像较光滑，相对软阈值去噪图像则更多地保留了图

像边缘等局部特征。
表 1 列出了 3 种函数去噪后图像 PSNR 值比

较结果，由表 1 可以看出，当 t = 3σ 时，硬阈值函

数去噪后 PSNR 优于软阈值函数，而本文去噪函

数则优于硬阈值和软阈值函数，获得了比较高的

PSNR 值。当 t = 2σln槡 N 为 Donoho 小 波 收 缩

阈值时，则软阈值函数一般情况下优于硬阈值函

数，而本文函数优于硬阈值函数，比软阈值函数

去噪结果差。
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图 5 Peppers 部分图像降噪( σ = 30 )

Fig． 5 Part of Peppers image denoised result ( σ = 30 )

表 1 各种方法去噪后 PSNR 值比较

Tab． 1 PSNR comparision of several thresholding function for image denoising
/dB

t σ
含噪图像

RSNR /dB

Lena ( 512 × 512)

软阈值 硬阈值 新函数

Paper( 256 × 256)

软阈值 硬阈值 新函数

House ( 256 × 256 )

软阈值 硬阈值 新函数

3 σ

10

20

30

40

50

60

28． 13

22． 11

18． 59

16． 09

14． 15

12． 57

29． 73 32． 00 33． 13

26． 71 28． 47 29． 43

25． 00 26． 34 27． 18

23． 80 24． 82 25． 55

22． 84 23． 66 24． 71

22． 03 22． 64 24． 05

27． 67 30． 64 31． 73

24． 22 26． 53 27． 62

22． 34 24． 21 25． 22

21． 11 22． 57 23． 56

20． 21 21． 29 22． 30

19． 53 20． 33 21． 29

29． 19 31． 78 32． 85

25． 95 28． 11 28． 99

24． 14 25． 73 26． 61

22． 92 24． 16 24． 92

21． 97 22． 88 23． 65

21． 21 21． 92 22． 97

2σln槡 N

10

20

30

40

50

60

28． 13

22． 11

18． 59

16． 09

14． 15

12． 57

32． 14 29． 82 32． 51

28． 06 23． 06 24． 33

24． 35 19． 18 20． 10

21． 38 16． 50 17． 20

19． 01 14． 46 15． 01

17． 05 12． 81 13． 25

30． 81 29． 30 30． 74

26． 88 22． 81 23． 88

23． 48 19． 05 19． 80

20． 71 16． 41 16． 98

18． 47 14． 39 14． 84

16． 60 12． 76 13． 13

31． 88 29． 54 31． 13

27． 60 22． 89 24． 01

23． 89 19． 07 19． 87

20． 97 16． 43 17． 02

18． 64 14． 40 14． 87

16． 72 12． 77 13． 14

由表 1 可知，t 值的选取对噪声的去除 有 很

大 影 响，因 此 本 文 利 用 新 函 数 对 部 分 图 像 进 行

了基于 SURE 无偏估计的自适应去噪实验，表 2
列出了相应的去噪结果，新函数 去 噪 后 的 PSNR

值相对 于 经 典 硬 阈 值 函 数 与 软 阈 值 函 数 都 要

高，同时，本 文 自 适 应 去 噪 后 其 均 方 误 差 MSE
最 小，在 均 方 误 差 最 小 意 义 下 本 文 新 函 数 去 噪

性能最优。

表 2 新函数自适应去噪后 PSNR 值

Tab． 2 PSNR value of new thresholding function for image adaptive denoising
/dB

σ
Lena 512 × 512

10 20 30 40 50 60

Peppers 256 × 256

10 20 30 40 50 60

输入 28． 13 22． 11 18． 59 16． 09 14． 15 12． 57 28． 13 22． 11 18． 59 16． 09 14． 15 12． 57

新函数 34． 52 29． 35 27． 64 26． 04 24． 91 24． 09 31． 86 27． 97 25． 39 24． 24 22． 54 21． 92
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3 结 论

本文提出了一种新的去噪函数，它不但可以起

到去除图像噪声的作用，而且函数表达式简单且具

有无穷阶导数，便于进行各种数学处理，与硬阈值函

数和软阈值函数相比具有明显的优越性。本文用它

取代了经典的硬阈值和软阈值函数应用于图像降噪

中，在小波变换域中对图像进行去噪。实验结果表

明本文新函数是有效可行的，优于经典的软、硬阈值

函数，获得了比较高的 PSNR 值，同时 MSE 值最小。其

次，去噪图像更多地保持了硬阈值函数去噪时的边缘

等局部特征，同时也保持了软阈值函数的平滑性，进一

步提高了去噪图像的主客观质量。由于新函数具有自

适应性，因此为自适应图像去噪提供了可能。
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