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摘要: 针对 GPS 测量中因工作盲区等实际生产因素的影响而造成历元较少的情况，提出在 Tikhonov 正则化的基础上解算历元较少时

方差-协方差阵的病态情况。为提高解算整周模糊度的成功率，提出在 Tikhonov 正则化的基础上结合阻尼 LAMBDA 方法固定整周模

糊度，同时采用电子总含量( TEC) 检验，通过实例证明此方法适用于单历元情况，并能明显提高解算整周模糊度的成功率。
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一、引 言

随着 GPS 技术的快速发展，GPS 技术已经延伸

到社会的各个角落。但由于很多测量地点地理条

件恶劣及各种实际情况的限制，测量过程中有许多

盲区，造成可利用的历元数较少。而利用 GPS 载波

相位信息进行相对导航，通常需要整周模糊度能够

在较少历元甚至单历元情况下得到解算，但当历元

数较少时，法矩阵的病态性比较严重，导致模糊度

浮动值偏差较大，不能正确地固定整周模糊度。基

于这种情况，本文提出一种 Tikhonov 正则化法与阻

尼 LAMBDA 法结合固定整周模糊度的方法，这种方

法改进了传统方法不适用于历元数较少的情况，并

使用电子总含量( TEC) 变化值对其固定的模糊度的

准确性进行检验，证明其有效性。

二、Tikhonov 正则化算法推导

设两测站在第 k 个历元共同观测 i +1 颗卫星，则会

有 i 个双差观测方程。则相位双差观测方程可简写为［1］

V = A X̂ + B N̂ － L = ( )AB
X̂

N[ ]^ － L ( 1)

式中，X̂ 为坐标未知数; N̂ 为模糊度未知数; A、B 为

系数矩阵; V 为改正数; L 为双差观测值减计算值。
由最小二乘原则［2］，得到 LS 解估计为

X̂

N[ ]^ = ( ATPA) － 1ATPL ( 2)

若观测历元少，则式( 2) 中法矩阵会呈现严重病

态，通过式( 2) 计算无法获得可信的模糊度浮动解。
由 Tikhonov 正则化原理［2］，得到相应的估计准

则为

‖A X̂ － L‖2 + αΩ( X̂) = min ( 3)

Ω( X̂) = X̂TR X̂ ( 4)

式中，α 为正则化参数; R 为正则化矩阵; Ω( X̂) 为稳

定泛函;‖·‖为 2-范数。
由此可见，Tikhonov 正则化方法处理病态问题

的关键技术是如何确定和选取正则化参数 α 以及

正则化矩阵 R。正则化参数应用 L 曲线法确定的 α
= 1，正则化矩阵 R 选取为［2］

R
n × n

=
R
3 × 3

0[ ]0 0
( 5)

R1 =
1

100 000R0 ( 6)

R0 为法矩阵左上角的 3 × 3 阶子矩阵。则式( 2 ) 可

变为

X̂

N[ ]^ = ( ATPL + R) － 1ATPL ( 7)

由式( 7) 可知，通过正则化原理得到的解可使

法方程的病态性得到抑制，从而可以得到较为准确

的模糊度浮动解。

三、阻尼 LAMBDA 算法模型

LAMBDA 算法的原理是通过最小二乘法得到模
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糊度浮动值及协方差阵，从而求出模糊度向量，构建

目标函数并使其为最小值，从而得到模糊度的估值。
1) LAMBDA 模 糊 度 浮 动 值 及 协 方 差 阵 的

求法［3］

X̂

N[ ]^ =
ATPA ATPB
BTPA BT[ ]PB

－ 1 ATPL
BT[ ]PL

( 8)

Q =
QX̂ QX̂N̂

QN̂X̂ QN
[ ]^ ( 9)

2) 对 N 进行 Z 变换，形成新模糊度 z

z = ZTN， ẑ = ZT N̂， Q ẑ = Z
TQN̂Z ( 10)

经 Z 变换后整数 z 的搜索范围大大缩小。因为

LAMBDA 方法要求法方程满秩，而单历元数据模型

中法方程有秩亏，因此不能直接使用 LAMBDA 方法

解算单历元整周模糊度。因此在式( 8) 中的模糊度

浮动值中加入阻尼因子可得

[ ]XY =
AΤPA + PX AΤPB

BΤPA BΤ[ ]PB

－ 1 AΤPL
BΤ[ ]PL

( 11)

通过式( 11 ) ，可以使法方程的病态性得到改

善，式( 11) 为满秩方程，可得到唯一模糊度解。由

式( 11) 可知关键技术是如何确定 PX，设坐标初始值

精度分别为 σx，σy，σ( )z ，则可得

PX =

σ2
0

σ2
x

0 0

0
σ2

0

σ2
y

0

0 0
σ2

0

σ2



















z

( 12)

由此通过正则化方法同时结合优化后的 LAMBDA
方法搜索模糊度，可得到准确的整周模糊度。

四、总电子含量的错误检验

电离层总电子含量( total electron content，TEC)

是描述电离层特性的主要参量之一。将 TEC 看做

一组动态数据序列，利用时间序列分析法的 CAR 模

型对整周模糊度的固定情况进行检验。
CAR 模型［4］为

z( t) = φ1z( t － 1) +… + φnz( t － n) + b0u( t) +
b1u( t － 1) +… + bnu( t － n) + a( t) ( 13)

双差电离层的延迟观测值可表示为

Δ ion = λ1

Δ

ΔL1 － λ2

Δ

ΔL2 － λ1

Δ

ΔNL1 － λ2

Δ

ΔNL2

( 14)

如果整周模糊度固定正确，那么 TEC 双差值应

该变化较小，线条显示较为平滑。否则，如果整周

模糊度固定错误，会出现一个大的跳跃。

五、数据处理与分析

基于以上模型，在一条长为 512 m 的基线上进

行试验观测，观测时间为 2010 年 5 月 21 日，观测时

长为 2 h，采样率为 30 s，连续观测 6 颗卫星，观测卫

星用 GAMIT 软件对这段数据进行处理。
随机选取一个历元作为观测数据，L1 确定的模

糊度 N =［－ 289 120 1 242 961 － 8 912 321
－ 986 751 672 149］。L2 确 定 的 模 糊 度 N =

［－ 278 014 1 097 851 － 8 624 572 － 979 899
643 249］。分别使用传统 LS 估计算法和正则化算

法与阻尼 LAMBDA 算法结合两种方案进行模糊度

确定，从而验证正则化法与阻尼 LAMBDA 算法结合

的优势。两种方法的计算结果如表 1 所示。

表 1 固定整周模糊度比较

算法
LS 估计结合 LAMBDA 方法固定整周模糊度

整周模糊度浮动值 固定整周模糊度

－ 345 621． 987 － 321 341
1 367 122． 124 1 367 891

L1 － 6 502 198． 102 － 6 502 198
－ 1 009 811． 012 － 1 019 832

982 125． 234 976 512

－ 302 134． 234 － 291 141
1 287 152． 239 1 245 665

L2 － 6 703 279． 112 － 6 552 179
－ 1 104 853． 249 － 1 098 763

978 214 965 421

算法
正则化法结合阻尼 LAMBDA 方法固定整周模糊度

整周模糊度浮动值 固定整周模糊度

－ 289 120． 467 － 289 120
1 242 961． 234 1 242 961

L1 － 8 912 321． 332 － 8 912 321
－ 986 751． 229 － 986 751
672 149． 289 672 149

－ 278 014． 364 － 278 014
1 097 851． 145 1 097 851

L2 － 8 624 571． 892 － 8 624 572
－ 979 899． 428 － 979 899
643 249． 335 643 249

正则化结合阻尼 LAMBDA 方法固定整周模糊

度在 3 个方向上的基线残差如图 1 ～ 图 3 所示。
从下图及上表数据显示可知，利用正则化法与

阻尼 LAMBDA 算法结合固定整周模糊度后，在各个

方向的基线残差大致分布在 － 4 ～ 4 mm 之间。正则
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化法与阻尼 LAMBDA 算法结合能够更有效地固定

整周模糊度。

图 1 整周模糊度固定后的 dN 方向上的基线残差

图 2 整周模糊度固定后的 dE 方向上的基线残差

图 3 整周模糊度固定后的 dU 方向上的基线残差

为更全面地验证正则化法与阻尼 LAMBDA 算

法结合方法的优势，随机抽取 100 个历元观测数据，

分别使用 LS 估计结合 LAMBDA 方法固定整周模糊

度及正则化法结合阻尼 LAMBDA 方法固定整周模

糊度，仍然进行单历元固定整周模糊度。利用这两

种方法 固 定 整 周 模 糊 度 的 成 功 率 分 别 是 2% 和

96%。由上述数据可看出，当利用单历元确定整周

模糊度时，使用正则化法结合阻尼 LAMBDA 方法固

定整周 模 糊 度 能 明 显 提 高 固 定 整 周 模 糊 度 的 成

功率。
总电子含量 TEC 进行检验模糊度固定的准确

性如图 4 所示。由图 4 可知，由正则化法结合阻尼

LAMBDA 方法固定整周模糊度，TEC 值比较平稳，

没有数值上的大的跳跃，说明正则化法结合阻尼

LAMBDA 方法能准确地固定整周模糊度。

图 4 总电子含量延迟残差

六、结束语

基于 Tikhonov 正则化原理与阻尼 LAMBDA 方

法结合在单历元情形下能够得到更可靠的整周模

糊度的浮动值，能够更成功地固定整周模糊度。使

用 TEC 双差值变化情况可有效检验固定整周模糊

度的准确率。
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