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平面直角坐标与空间直角坐标间的协方差转换
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摘要: 推导出由大地坐标转换为高斯平面直角坐标严密的全微分公式，导出由高斯平面直角坐标向大地坐标再由大地坐标向空

间直角坐标严密的协方差转换公式，并在此基础上，导出直接由高斯平面直角坐标向空间直角坐标近似的协方差转换公式，且举

例说明其转换过程。结果表明，两种转换方法是等价的。
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一、引 言

GPS 测量得到的坐标是 WGS-84 坐标系，而我

国常用的是 1954 北京坐标系和 1980 西安坐标系，

有的地方还采用自定义的独立坐标系。可以通过

平面或空间转换模型得到 1954 北京坐标系、1980
西安坐标系或地方坐标系坐标［1-4］。

空间转换模型主要有布尔沙模型、莫洛金斯基

模型、多 项 式 回 归 模 型、范 式 模 型 和 武 测 模 型

等［1-4］。而利用空间转换模型进行坐标转换，需要

已知公共点在两个坐标系中的空间直角坐标 X、Y、
Z。对于 WGS-84 坐标系坐标，X、Y、Z 可直接测得，

而对于 1954 北京坐标系、1980 西安坐标系和地方

坐标系坐标，因以往用常规技术测得的是二维高斯

平面直角坐标 x、y，大地高 H 通常是未知的，所以无

法求得其 X、Y、Z，也就无法利用空间转换模型进行

坐标转换。因此，在实际应用中，需对 1954 北京坐

标系、1980 西安坐标系或地方坐标系的 x、y 进行高

斯投影坐标反算，从而得到大地纬度 B 和大地经度

L，再用水准高 h 代替 H，进而得到 X、Y、Z，且认为转

换得到的也是 h。此种代替虽然实质上得到的并不

是严格的 X、Y、Z，但文献［4-5］证明了此种代替主

要表现为对 h 的影响，对 x、y 的影响较小。

除了研究坐标转换模型，还要研究坐标精度的

转换，文献［6］研究了 X、Y、Z 向 x、y、h 的精度转换。
空间转换模型是以公共点在两个坐标系中的 X、Y、
Z 之差为误差方程的常数项，在现有的文献与软件

中，认为是等精度观测值，而实际是不合理的。本

文研究 x、y、h 协方差与 X、Y、Z 协方差之间的转换，

在此基础上，可得到坐标差的协方差。

二、x、y、h 协方差转换为 X、Y、Z 协方差

1． 严密公式

转换过程分两步进行，首先将 x、y 协方差转换

为 B、L 协方差，然后将 B、L、H 协方差转换为 X、Y、Z
协方差。

( 1) x、y 协方差转换为 B、L 协方差

略去二次以上微小量，高斯投影坐标正算公式

可写为［2，6-7］

x = X + N
2 sin Bcos Bl2 + N

24sin Bcos3 B( 5 － t2 ) l4

y = Ncos Bl + N
6 cos3 B( 1 － t2 ) l3

( 1)

式中，经差 l = L － L0，单位为弧度; t = tan B; 子午线

弧长 X = ∫
B

0
MdB; 子午圈曲率半径 M = a( 1 － e2 )

W3 ，
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W = 1 － e2 sin2槡 B; 卯酉圈曲率半径 N = a
W。

对式( 1) 取全微分，取一次项，得

dx = AdB ( 2)

A 是可逆矩阵，得

dB = A － 1dx ( 3)

式中，dx = dx d[ ]y T ; dB = dB d[ ]l T，单位为 s。

A = 1
ρ

xB xl

yB y[ ]
l

A － 1 = ρ
A

yl － xl

－ yB x[ ]
B

A = xByl － xlyB

文献［6-7］给出了 xB、xl、yB、yl 的具体形式，但推导

较繁琐，且是近似公式，本文推证出形式简单、易于

推导的严密公式，经整理后得

xB =
x
B

=M + 1
2 ( －Msin2 B + Ncos2 B) l2

xl =
x
l

= N［1 + 1
6 ( 5 － 6sin2 B) l2］sin Bcos Bl

yB =
y
B

= －［M + 1
6 ( M － 2Msin2 B +

4Ncos2 B) l2］sin B

yl =
y
l

= N［1 + 1
2 ( 1 － 2sin2 B) l2］cos















B

( 4)

具体推导过程略。推导中用到了子午线弧长 X 的导数

dX =M 和文献［7］中的结论
d( Ncos B)

dB = －Msin B。

若已知某点 B、L 的协方差阵 DBL，根据式( 2 ) ，

由协方差传播律可得该点 x、y 的协方差阵 Dxy

Dxy = ADBLA
T ( 5)

若已知某点 x、y 的协方差阵，根据式( 3 ) ，由协

方差传播律可得该点 B、L 的协方差阵 DBL

DBL = ( A － 1 ) Dxy ( A
－ 1 ) T ( 6)

( 2) B、L、H 协方差转换为 X、Y、Z 协方差

B、L、H 与 X、Y、Z 之间的关系式为［2，7］











X
Y
Z

=
( N + H) cos Bcos L
( N + H) cos Bsin L
N( 1 － e2 ) +[ ]H sin









B

( 7)

对式( 7) 取全微分，取一次项，得

dX = JdB ( 8)

J 是可逆矩阵，得

dB = J － 1dX ( 9)

式中，dX = dX dY d[ ]Z T ; dB = dB dL d[ ]H T ;

J =

－ ( M +H) sin Bcos L
ρ

－ ( N +H) cos Bsin L
ρ

cos Bcos L

－ ( M +H) sin Bsin L
ρ

( N +H) cos Bcos L
ρ

cos Bsin L

( M +H) cos B
ρ

0 sin















B

J － 1 =

－ ρsin Bcos L
M + H － ρsin Bsin L

M + H
ρcos B
M + H

－ ρsin L
( N + H) cos B

ρcos L
( N + H) cos B 0

cos Bcos L cos Bsin L sin













B

若已知某点 B、L、H 的协方差阵 DBLH，根据式( 8) ，

由协方差传播律可得该点 X、Y、Z 的协方差阵 DXYZ

DXYZ = JDBLHJ
T ( 10)

若已知 某 点 X、Y、Z 的 协 方 差 阵 DXYZ，根 据

式( 9) ，由协方差传播律可得该点 B、L、H 的协方差

阵 DBLH

DBLH = ( J － 1 ) DXYZ ( J － 1 ) T ( 11)

综合式( 3) 和式( 8) ，以 h 代替 H，则得严密公式

DXYZ = CDxyhC
T ( 12)

式中，C = JF; F =

A － 1
11 A － 1

12 0

A － 1
21 A － 1

22 0








0 0 1

; A － 1
ij 为矩阵 A － 1中

的相应元素; Dxyh =
Dxy

D[ ]
h

。

2． 近似公式

上面 C 为两个矩阵的乘积，由于经差 l 是以弧

度为单位，是一个很小的量，因此可略去 l 的二次及

以上项，并考虑到 H 比 N 小得多，M 略小于 N，M +
H 近似认为 M，N + H 近似认为 N，则可得近似公式

DXYZ =GDxyhG
T ( 13)

式中

G =

G11 G12 G13

G21 G22 G23

G31 G32 G









33

其中，G11 = － sin B( lsin L + cos L) ; G12 = lsin
2 Bcos L －

sin L; G13 = cos Bcos L; G21 = sin B ( lcos L － sin L ) ;

G22 = lsin2 Bsin L + cos L; G23 = cos Bsin L; G31 = cos B;

G32 = － lsin Bcos B; G33 = sin B。

三、X、Y、Z 协方差转换为 x、y 协方差

坐标转换后，可得到点在 1954 北京坐标系、
1980 西安坐标系或地方坐标系下的 X、Y、Z 及其协

方差，还需将 X、Y、Z 的协方差转为 x、y 的协方差。
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1． 严密公式

综合式( 2) 和式( 9) ，得

Dxy = KDXYZK
T ( 14)

式中，K = AR; R =
J － 1
11 J － 1

12 J － 1
13

J － 1
21 J － 1

22 J － 1[ ]
23

; J － 1
ij 为矩阵 J － 1

中的相应元素。
2． 近似公式

由文献［8］得

Dxy = SDXYZS
T ( 15)

式中

S =
S11 S12 S13

S21 S22 S[ ]
23

其中，S11 = － sin B( lsin L + cos L) ; S12 = sin B( lcos L －
sin L) ; S13 = cos B; S21 = lsin2 Bcos L － sin L; S22 =
lsin2 Bsin L + cos L; S23 = － lsin Bcos B。

四、计算与分析

已知 1954 北 京 坐 标 系 中 某 点 B = 45°，L =
120°，经差 l = 3°，水准高 H = 10 000 m，高斯平面直

角坐标的协方差阵 Dxy =
33 12[ ]12 63

× 10 －6，水准高

的方差 Dh = 51 × 10 －6，分别按严密公式和近似公式

计算空间直角坐标协方差阵 DXYZ。
1) 严密公式

DXYZ =
51． 71 13． 52 － 11． 36
13． 52 53． 85 4． 29
－ 11． 36 4． 29 41．









60
× 10 －6

mX = ±0． 007 2 m，mY = ±0． 007 3 m，mZ = ±0． 007 3 m
2) 近似公式

DXYZ =
51． 69 13． 52 － 11． 36
13． 52 53． 84 4． 30
－ 11． 36 4． 30 41．









60
× 10 －6

mX = ±0． 007 2 m，mY = ±0． 007 3 m，mZ = ±0． 007 3 m
严密公式和近似公式计算空间直角坐标中误

差的结果完全相同。
计算可知大地坐标转换为高斯平面直角坐标

的全微分公式系数阵 A 中的元素与文献［6-7］中结

果相差 1 × 10 －7量级，对 DXYZ的计算结果没有影响。

五、结束语

本文导出的公式可用于由高斯平面直角坐标

向大地坐标和由大地坐标向空间直角坐标进行严

密的协方差转换。直接由高斯平面直角坐标向空

间直角坐标近似的协方差转换公式与严密公式计

算结果相同。
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更正启事

本刊 2012 年第 1 期第 29 页《基于影像服务的 LBS 应用研究》一文中，第二作者徐爱功的单位标注

错误，应为“辽宁工程技术大学测绘与地理科学学院”，即“徐爱功2”应改为“徐爱功1”。特此更正，并向

徐爱功同志及读者致歉，敬请谅解。
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