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平面坐标转换参数的解耦算法
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摘要:基于公共点点位反解平面坐标转换四参数的整体平差由于量纲问题可能出现病态法矩阵，分析病态性的产生机理，提出利

用原始点位的重心化改造对解算参数去耦合。在计算重心以及独立解算尺度因子和旋转参数的过程中，提出同时顾及两套点位

精度的加权方法。给出基于矩阵计算的解算流程，通用性好，便于程序实现。
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一、引 言

平面直角坐标系间的坐标转换包括平移、旋转

和缩放
［1］。基于两坐标系下公共点点位坐标的转

换参数反解问题在大地与工程测量以及摄影测量

与遥感等领域应用极为广泛。
记两坐标系下公共点集的 n 个点位坐标矩阵分

别为 X1 和 X2

X1 =
x11 x12 … x1n
y11 y12 … y1[ ]

n

，X2 =
x21 x22 … x2n
y21 y22 … y2[ ]

n

且每对公共点坐标满足四参数变换模型

x2 i
y2[ ]

i

=
x0
y[ ]
0

+ λ
cos θ sin θ
－ sin θ cos[ ]θ

x1 i
y1[ ]

i

( 1)

式中，( x0，y0 ) 为平移参数; λ 是尺度参数; θ 为转

动角。
为避免大角度转动情况下的三角函数运算，通常

求解尺度和转动参数的组合形式即( x0，y0，λcos θ，

λsin θ) 。此时的误差方程为线性形式

vxi
vy[ ]

i

=
1 0 x1 i y1 i
0 1 y1 i － x1[ ]

i

x0
y0

λcos θ
λsin











θ

－
x2 i
y2[ ]

i

( 2)

式中，( vxi，vyi ) 为点集 X1 中第 i 个点的坐标残差。
当公共点不少于两个时，可利用最小二乘求解

4 个转换参数。在实际解算中由于平移参数与其他

参数常出现几个甚至十几个数量级的取值差异，这

种大小数引起的病态法矩阵往往影响部分参数的

解算精度
［2］。

针对上述整体平差的不足，本文分析了整体平

差的法矩阵形式，指出了病态性的产生机理，提出

利用原始点位的重心化改造实现解算参数的去耦

合。此外，针对传统误差方程式( 2 ) 仅仅考虑单个

点集的坐标误差
［3］，本文在解耦算法中同时顾及了

两套点 位 噪 声 的 影 响，表 达 直 观，且 理 论 上 更 加

完善。

二、坐标转换参数间的解耦性分析

为公式书写简便起见，令公共点的点位误差均

独立且等精度。由式( 2) 写出四参数整体平差的法

矩阵

N =

n 0 Σx1 i Σy1 i
0 n Σy1 i － Σx1 i
Σx1 i Σy1 i Σr21 i 0

Σy1 i － Σx1 i 0 Σr21















i

( 3)

式中，Σx1 i和 Σy1 i分别为 X1 点集的两坐标分量之和;

Σr21 i = Σ( x21 i + y21 i ) 为点位向径的平方和。
法矩阵的条件数为

cond( N) = λmax /λmin ( 4)

式中，cond( ) 表示取条件数; λmax 和 λmin分别表示矩

阵 N 的最大和最小特征值。
为反映问题方便起见，考虑法矩阵 N 为对角阵

的特殊情况，若公共点个数有限且各点位向径较大

或采用单位不当使得取值大，则条件数 cond( N) =
1
n Σr

2
1 i会变得非常大，从而导致法方程表现出较强
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的病态性。
上述的极端条件虽然少见，却提供了参数解耦

的改造方法。若法矩阵 N 为对角阵，相应的法方程

即可分别独立解算，从而避免大小数对整体平差解

算精度的影响。
观察非对角线元素，显然只需要满足 Σx1 i 和

Σy1 i均为 0。若将原坐标系的原点平移至点集的重

心，则重心坐标
1
n Σx1 i，

1
n Σy1[ ]i 为 ( 0，0 ) 。因此，经

过重心化改造后的对角化法矩阵可以实现参数的

解耦计算。

三、坐标转换参数的解耦算法

1． 点位重心化

令( x1G，y1G ) 和 ( x2G，y2G ) 分别为两点集 X1 和

X2 的重心坐标，且分别对应于 n 个点位的加权平

均
［4］( 仍暂令公共点的点位误差均独立且等精度)

x1G = 1
n∑

n

i = 1
x1 i

y1G = 1
n∑

n

i = 1
y1 }

i

，

x2G = 1
n∑

n

i = 1
x2 i

y2G = 1
n∑

n

i = 1
y2 }

i

( 5)

将两坐标系的原点分别平移至各自点集的重

心处，定义两个新的点集

X'1 =
x'11 x'12 … x'1n
y'11 y'12 … y'1[ ]

n

，X'2 =
x'21 x'22 … x'2n
y'21 y'22 … y'2[ ]

n

并满足

x'1 i = x1 i － x1G
y'1 i = y1 i － y }

1G

，
x'2 i = x2 i － x2G
y'2 i = y2 i － y }

2G

( 6)

将式( 5) 和式( 6) 代入式( 1) ，得到的重心化点

位之间去除了平移转换( 如图 1( b) 所示) ，即

x'2 i
y'2[ ]

i

= λ
cos θ sin θ
－ sin θ cos[ ]θ

x'1 i
y'1[ ]

i

( 7)

2． 旋转参数和缩放参数的解算

从图 1 的图形化对比可以看出，原点集的平移、
旋转和缩放信息通过重心化，其平移信息已完全被

重心平移所吸收，重心化点集仅包含旋转和缩放

信息。
式( 7) 的误差方程为

v'xi
v'y[ ]

i

=
x'1 i y'1 i
y'1 i － x'1[ ]

i

λcos θ
λsin[ ]θ －

x'2 i
y'2[ ]

i

( 8)

式中，( v'xi，v'yi ) 为第 i 个重心化点的坐标残差。两

原始点集的点位误差将影响其重心坐标进而影响

各自重心化点位坐标。对式( 6 ) 进行误差传播，容

易 得 到 重 心 化 前 后 的 点 位 中 误 差 之 比 为

n / ( n － 1槡 ) 。显然，当公共点个数较多时，重心化

点集基本保持原始点集的点位精度。

图 1

法方程解算公式为

λcos θ
λsin[ ]θ = 1

Σr'21 i

Σ( x'1 i x'2 i + y'1 i y'2 i )

Σ( x'2 i y'1 i － x'1 i y'2 i[ ])
( 9)

式中，Σr'21 i = Σ ( x'21 i + y'21 i ) 为重心化点集 X'1 点位向

径的平方和。
进一步计算缩放参数

λ̂ = λcos θ2 + λsin θ槡 2 =
Σr'22 i
Σr'21槡 i

( 10)

从式( 7) 出发，依据旋转矩阵的保模性，对重心

化后的两点集进行欧氏距离加权平均，同样可以直

接得到式( 10) 的结果。
进一步计算旋转参数，有

tan θ̂ = λsin θ
λcos[ ]θ =

Σ x'2 i y'1 i － x'1 i y'2[ ]
i

Σ x'1 i x'2 i + y'1 i y'2[ ]
i

( 11)

3． 平移参数的解算

当公共点集 X1 经旋转、缩放和平移变换后和

X2 完 全 重 叠 时，两 点 集 应 具 有 相 同 的 重 心 ( 如

图 1( a) 所示) 。即两重心间也满足四参数变换模型

x2G
y[ ]
2G

=
x0
y[ ]
0

+ λ
cos θ sin θ
－ sin θ cos[ ]θ

x1G
y[ ]
1G

( 12)

当旋转与缩放参数的最优估计 θ̂ 和 λ̂ 确定后，

平移参数可由重心关系式( 12) 给出

x̂0
ŷ[ ]
0

=
x2G
y[ ]
2G

－ λ̂
cos θ̂ sin θ̂
－ sin θ̂ cos ^[ ]θ

x1G
y[ ]
1G

( 13)

四、矩阵计算流程

引入向量矩阵形式可使公式表达简单，并可避
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免式( 10) 和式( 11) 对坐标分量的大量求和计算。
1) 首先由式( 5 ) 、式( 6 ) 计算两点集的重心坐

标和重心化点集坐标 X'1 和 X'2。
2) 构造 2 × 2 矩阵 SX1 = X'1X'

T
1 和 SX2 = X'2X'

T
2 ，

则缩放参数的计算公式为

λ̂ = tr( SX2 ) / tr( SX1槡 )

式中，tr( ) 表示求矩阵的迹。当两点集间仅有旋转

而无缩放时，SX1 = SX2，即缩放系数为 1。
3) 构造 2 × 2 矩阵 S = X'1X'

T
2 ，则旋转参数的计

算公式为

tan θ̂ = ( S21 － S12 ) / ( S11 + S22 ) ( 14)

式中，Sij表示矩阵元素。当两点集间仅有缩放而无旋

转时，有 X'1X'
T
2 =λX'1X'

T
1，则 S12 =S21，即旋转角为 0。

4) 将 θ̂ 和 λ̂ 代入式( 13) ，计算平移量( x̂0，̂y0 ) 。
这种解耦算法可同时顾及两套点位精度的加

权，在实际应用中非常方便和直观，若利用总体最

小二乘平差则相对复杂得多
［5］。在涉及加权的公

式中，较为方便的处理方法是令点位之间以及点位

坐标分量之间彼此独立。式( 5) 的重心坐标分量可

以分别顾及各分量的精度，缩放与旋转参数的解算

则仅仅顾及点位之间的位置精度。如 SX1 和 SX2 矩

阵的构造式可以修改为 SX1 = X'1 M1 X'
T
1 和 SX2 =

X'2M2X'
T
2 ，式中点位误差矩阵 Mi = diag ( 1 /m2

i1 1 /
m2

i2 … 1 /m2
in ) ，其中 diag( ) 表示由对角线元素组

成的对角阵; mi 表示点位中误差。同理，矩阵 S 可

以修改为 S = X'1M1X'
T
2。

五、结束语

针对基于公共点 ( 或同名点) 点位的平面坐标

转换参数反解问题，提出利用重心化点位变换对法

矩阵进行对角化，从而实现解算参数的去耦合。
1) 点位重心化使得坐标旋转和缩放参数的解

算与平移无关，因而基本不受平移参数误差的影

响; 类似的传统方法是将平移参数事先部分扣除。
2) 在计算重心以及独立解算尺度因子和旋转

参数的过程中，能够同时顾及两套点位精度的加

权，理论上更加严密。
3) 给出了便于程序实现的基于矩阵运算的解

算流程。
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2010 年中国测绘类期刊主要计量指标统计数据

［本刊讯］ 2011 年版《中国期刊引证报告( 扩刊版)》已于 2011 年 9 月由科学技术文献出版社出版，该书

公布了 2010 年中国科技期刊的各项统计数据。“扩刊版”数据统计源期刊范围较“核心版”更为广泛，是以我国

正式出版的各学科 6193 种中英文期刊为统计源期刊。以下是 2010 年中国测绘类期刊主要计量指标统计结果:

影响因子 总被引频次 他引率 学科影响指标 基金论文比

测绘学报 1． 470 1 418 0． 93 1． 00 0． 910
遥感学报 1． 373 2 074 0． 96 0． 91 0． 968

大地测量与地球动力学 1． 134 1 284 0． 62 0． 87 0． 868
武汉大学学报: 信息科学版 0． 905 2 772 0． 81 0． 58 0． 977

测绘科学 0． 897 1 832 0． 85 1． 00 0． 627
遥感信息 0． 803 756 0． 95 0． 96 0． 766
测绘通报 0． 755 2 087 0． 94 1． 00 0． 321

地理信息世界 0． 644 408 0． 89 0． 78 0． 570
测绘工程 0． 628 650 0． 93 0． 96 0． 377

测绘科学技术学报 0． 490 577 0． 96 1． 00 0． 552
测绘信息与工程 0． 474 553 0． 92 0． 91 0． 427

地理空间信息 0． 472 597 0． 88 0． 91 0． 518
测绘与空间地理信息 0． 439 846 0． 90 0． 87 0． 179

( 本刊编辑部)
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