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摘要:提出一种改进的折线转 Bezier 曲线的拟合方法。与传统最小二乘法拟合 Bezier 曲线相比，加入能量因子能很好地约束拟合

出的 Bezier 曲线控制点的扰动，并能够根据需要设定标准函数和能量因子的权重。通过对拟合结果进行对比、分析和展示，证明

该方法可有效地进行 Bezier 曲线拟合，满足生产需求。
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一、引 言

曲线拟合是计算机制图的关键技术之一，国内

外许多学者对此进行了大量研究。曲线拟合的方

法有很多，大致可以分为两类: 一类是要求拟合曲

线严格地通过各个离散点，如样条曲线拟合; 另一

类是根据离散点的趋势拟合出一条大致的曲线，且

拟合曲线只是符合离散点的大致形状和趋势而不

一定要经过离散点，如最小二乘拟合。这两种方法

各有优缺点，后者更为常见。Bezier 曲线以其优良

的性质而被广泛应用于平滑曲线建立模型，研究以

Bezier 曲线来拟合离散点的方法在实际生产中有着

重要的意义。文献［1］中提出了一种传统的以三次

多段 Bezier 曲线来拟合离散数据的算法。该算法提

出将多个离散点构成的折线通过用多段 Bezier 曲

线，采用最小二乘法进行拟合逼近，并且保证拟合

后的两段相邻的 Bezier 曲线达到 G1 连续，使拟合

后的曲线更光顺，从而解决了折线造型困难和不易

修改的问题
［1］。在实际应用中，传统的最小二乘拟

合算法虽然约束了分段 Bezier 的 G1 连续，但在控制

点的扰动方面没有约束条件，有时会出现拟合曲线

两边摆动的现象，如图 1 所示。
这种情况下，虽然曲线在局部是 G1 连续的，却

大大破坏了拟合出来的 Bezier 曲线在整体上的光顺

性，影响了拟合的质量。为了控制拟合曲线的形状

变化，本文假设曲线光顺后将逼近或趋近于一些给

定点，这一变化过程可通过拟合函数中的 α 约束条

件来实现，即标准函数。为限定每个控制顶点的扰

动幅度，本文在标准函数后增加 β 约束项，即光顺因

子。最后得到的标准函数是待求未知量的二次函

数，目标极小化( 最小二乘法) 后只需求解线性方程

组即可。同时，用户也可根据光顺对象的不同，选

取相应的参数 α、β 以得到一条满意的曲线。

图 1 曲线的摆动现象

二、数学基础

1． 标准函数

为了保证拟合出来的多段连续的 Bezier 曲线

G1 连续，除首段外，其他段拟合都要加入约束条件

以保证拟合出来的相邻两段 Bezier 曲线在连接点 P
处的切矢量方向相同。

设 Q0、Q1、Q2、…、Qn 是原折线的前 n + 1 个点，

要找一条三次 Bezier 曲线逼近由这 n + 1 个点连接

起来的折线。根据三次 Bezier 曲线的方程

P( t) = P0·f0 ( t) + P1·f1 ( t) + P2·f2 ( t) +
P3·f3 ( t) ( 1)

式中

fi =
3!

i! ·( 3 － i) !
·ti·( 1 － t) 3 － i ( i = 0，1，…，3)

对于首段拟合，提出以下条件和假设:

1) 假设要拟合的 Bezier 曲线分别在 ti =
i
n ( i =
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0，1，…，n) 上，经过点 Q0，Q1，Q2，…，Qn。
2) 原始折线的两端点是要拟合的 Bezier 曲线

的首尾节点，即 P0 = Q0，P3 = Qn。
3) 进行最小二乘拟合。
可得式( 2)

f( P1，P2 ) = ∑
n

i = 0
［Qi － Q0·f0 ( ti ) － P1·f1 ( ti ) －

P2·f2 ( ti ) － Qn·f3 ( ti) ］2 ( 2)

分别令
f
P1

= 0，f
P2

= 0，就能得到 P1、P2。

同理，对于后续段 Bezier 曲线，提出以下条件和

假设:

1) 假设要拟合的 Bezier 曲线分别在 ti =
i
n ( i =

0，1，…，n) 上，经过点 Q0、Q1、Q2、…、Qn。
2) 原始折线的两端点即为要拟合的 Bezier 曲

线的首尾节点，即有 P0 = Q0，P3 = Qn。
3) 为保证后续段曲线和前一段曲线在连接处

的光滑( 在连接点处切矢量方向相同，大小不等，即

G1 连续) ，必须使两段曲线接点处的 3 个控制点共

线( 在一条直线上) 。于是设 P1 = P0 + sG，( 式中，G
为已知的方向矢量，由前一段拟合好的 Bezier 曲线

决定( 两段曲线在点 P0 切矢量相同) ; s 为标量，待

定参数，如图 2 所示。

图 2 两段曲线的 G1 连续

4) 进行最小二乘拟合。
可得式( 3)

f( s，xP2，yP2) =∑
n

i =0
［xQi

－ f0( ti )·xP0 － f1( ti )·s·xG +

f2( ti )·xP2 + f3( ti )·xP3］
2 +∑

n

i =0
［yQi

－ f0( ti )·yP0 －

f1 ( ti ) ·s·yG + f2 ( ti ) ·yP2 + f3 ( ti ) ·yP3］
2 ( 3)

令
f
s

= 0，f
xP2

= 0，f
yP2

= 0，就能分别求出 s、

xP2、yP2。将 s 代入 P1 = P0 + sG 中即可解出 P1。
2． 光顺因子

在工程设计中，设计者常通过观察曲率的变化

来评估曲线是否光顺。如果曲线的曲率变化均匀，

则认为这条曲线光顺
［2］。很多学者对此已经作了

研究，将其转化成数学标准。在能量标准中，通常

认为式( 4) 或其近似值达到最小时，曲线是光顺的。

∫k2 ( t) ‖R'( t) ‖dt ( 4)

式中，R( t) 为参数曲线; k( t) 为曲线的曲率。
但是在实际计算中，要使式( 4 ) 最小化，就会出

现线性问题，使求解变得困难。为便于计算，通常

用式( 5) 近似取代式( 4) 。即希望找到控制点，使得

∫‖R″( t) ‖2dt→min ( 5)

本文采用简化能量标准作为拟合曲线的光顺

因子。

三、改进算法

标准函数决定着拟合后的曲线对于原数据点

的位置偏离，而光顺因子能够控制曲线的光顺度。
所以，取拟合出来的 Bezier 曲线在 Qi 处的位置偏离

权为 α，曲线光顺权为 β，则改进算法可以描述为:

1) 对于首段拟合出的 Bezier 曲线，由式 ( 2 )

可得

f( P1，P2 ) = ∑
n

i = 0
［Qi － Q0 f0 ( ti ) － P1 f1 ( ti ) －

P2 f2 ( ti ) － Qn f3 ( ti) ］2 + β∑
n

i = 0
［P″( ti) ］2

( 6)

2) 对于后续段拟合出的 Bezier 曲线，由式( 3 )

可得

f( s，xP2，yP2) = α∑
n

i =0
［xQi

－ f0( ti )·xP0 － f1( ti )·s·xG +

f2( ti )·xP2 + f3( ti )·xP3］
2 + α∑

n

i =0
［yQi

－ f0( ti )·yP0 －

f1 ( ti ) ·s·yG + f2 ( ti ) ·yP2 + f3 ( ti ) ·yP3］
2 +

β∑
n

i = 0
［xP″( ti) ］

2 + β∑
n

i = 0
［yP″( ti) ］

2 ( 7)

为方便计算，令 α + β = 1。在实际计算中，标量

s 可能出现负值，此时计算出来的向量 P 的方向与

方向向量 G 的方向相反。为了避免此情况的出现，

在实际计算中当 s 出现负值时，认为此次拟合不成

功，继续下一次拟合。分别按上文所提到的方法对

式( 6) 或式( 7) 作最小二乘拟合即可。

四、实 例

上文给出了折线转分段 Bezier 曲线的改进算

法，该算法已经在笔者所在单位自主开发的绘图软

件 Gisway 中得到应用，并且效果良好。下面针对原
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始算法和改进算法在拟合同样的数据点时给出具

体的例子，同时比较不同精度下的拟合效果，并对

α、β 的不同取值对拟合效果的影响作出讨论。
1． 原始算法和改进算法的比较

从图 3 ～ 图 5 中可以看到，在取拟合精度为 5
( 点) 的情况下，原始算法在矩形框标出的位置处有

明显的扰动，这样使得拟合出来的曲线在整体上光

顺度较差。而改进算法取扰动系数 β 为 0． 002 的情

况下，拟合出来的曲线很好地控制了在原始算法中

出现的扰动，使得曲线平滑、连续。同时，在原始曲

线为 100 个节点的情况下，原始算法拟合出来有 16
个节点，改进算法为 20 个节点，在保证精度的情况

下，两种算法都对折线实现了 40% ～ 60% 的压缩，

满足了生产需求。

图 3 原始折线 图 4 原始算法 图 5 改进算法

2． 拟合精度的不同取值对拟合效果的影响

从图 6 ～ 图 7 可知，在 β = 0． 002 的情况下，可

以看到拟合精度的取值越小，拟合出来的曲线节点

数越多。随着取值的增大，拟合出来的曲线的节点

数减少，幅度开始变缓，如表 1 所示。用户可以根据

自己的需求来选择合适的拟合精度。根据试验，通

常情况下，拟合精度的取值在 5 ～ 10 点之间可以在

保证精度和压缩比的情况下达到较好的拟合效果。

图 6 拟合精度 2( 点) ， 图 7 拟合精度 12( 点) ，

节点数 33 节点数 15

表 1 拟合精度对拟合曲线节点数的影响

拟合精度 /点 0 2 3 4 5 8 10 12

节点数 /个 100 33 27 22 20 18 17 15

3． α、β 的不同取值对拟合效果的影响

从图 8 ～ 图 10 中可以看到，随着 β 取值的逐渐

增大，光顺权在算法中的权重变大，拟合出来的曲

线曲率更趋于平缓，而当 β 取值继续增大时，拟合算

法中的偏移因子的权重越来越小，此时会产生更多

的节点数，曲线的光顺度却没有明显的变化。

图 8 β = 0． 000 5 图 9 β = 0． 005 图 10 β = 0． 05

4． 在 Gisway 中的应用

Gisway 软件是本单位根据生产实践需要而研

发的一套兼有 GIS 功能和地图制图功能的绘图系

统。图 11、图 12 展示了基于该算法开发的“折线转

曲线 Bezier”功能在实际生产中的应用效果。图 11
为原始离散点组成的铁路，节点密，光顺度差; 而通

过 Bezier 曲线拟合后的铁路线，如图 12 所示光顺度

高，同时也保证了折线原始的形状特征。

图 11 离散点铁路 图 12 Bezier 拟合铁路

五、结束语

本文提出一种改进的 Bezier 拟合算法，引入 α
约束条件控制曲线的偏移量即拟合精度，引入 β 约

束条件控制曲线的形状即光顺性。大量试验数据

表明，该算法能够有效地控制拟合曲线的光顺度并

消除抖动，尤其是原始曲线包含尖点和直角折线

时。同时，试验还表明，在某些情况下，光顺权对拟

合曲线的光顺性有较大贡献，在有些情况下则贡献

不大，这与原始折线的形状和 β 的取值有关。改进

算法在实际应用中，通过设定适合的权因子和拟合

精度，可以使拟合出来的 Bezier 曲线曲率变化小且

均匀，达到一定的逼近性要求，满足实际生产需求。
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