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摘要: 在对传统求解非线性模型参数的思想进行分析和研究的基础上，提出一种利用多平差方法对待估参数进行相互迭代，以求

得参数估值的新算法。通过实例说明该算法在解算精度和收敛速度方面优于传统解算方法。
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一、引 言

对于测量平差中大量的非线性模型，经典平差

总是直接进行线性近似，这对于测量精度要求不

高，线性近似所引起的模型误差小于观测误差的情

况是可行的。随着科学技术的不断发展，特别是测

绘仪器精密度的不断提高，线性近似导致的模型误

差逐渐与测量误差相当，有时甚至大于观测误差。
这时，再利用线性近似方法，显然是不合理的，也难

以满足当今科学技术要求的数据精度。对此，国内

外许多专家和学者进行了大量而深入的研究，并取

得一些有益的成果［1-4］。综观这些成果，大体可分

为两类: 当模型的非线性化程度较弱时，可考虑采

用较为熟悉的线性近似法; 当模型的非线性化程度

较高时，则考虑采用迭代方法，如牛顿法、信赖域法

等。本文通过积极的分析、探索和研究，提出了一

种全新的算法，并且通过实例和上述两类方法进行

比较，说明本算法具有对起算数据精度要求较低、
解算精度高、收敛快等优点。

二、条件平差求解参数思想的提出

1． 改进传统间接平差使用方法

假设需要对线性模型 Z = 180 － aX － bY 中的未

知参数 a，b 进行最优估计。在 X，Y 每次都已知的

情况下，可以对变量 Z 进行等精度独立观测，共进

行了 4 次，试验数据如表 1 所示。
若将前两次视为一个观测组，后两次视为一个观

测组，通过对 X、Y 进行观察，笔者发现 X、Y 都具有对称

性，可以提前得出结论: a = b =1。显然，解算结果越接

近这个值，准确度越高，对此，给出下面两种解法。

表 1 已知数据和观测数据

观测期数 X Y Z

1 60 40 79
2 40 60 81
3 90 60 31
4 60 90 29

( 1) 常规解法

按间接平差列误差方程

δZ1 = 101 － 60X1 － 40Y1

δZ2 = 99 － 40X2 － 60Y2

δZ3 = 149 － 90X3 － 60Y3

δZ4 = 151 － 60X4 － 90Y










4

， B =

－ 60 － 40
－ 40 － 60
－ 90 － 60











－ 60 － 90

，

L =

－ 101
－ 99
－ 149











－ 151

， P = I

根据

X̂ = ( BΤPB) － 1BΤPL
容易解得

â = 1． 007 7， b̂ = 0． 992 8
( 2) 新解法

此解法的基本思想是: 在观测模型已知的情况

下，可依据每次的观测值分别假定出此时的最佳参

数估值。显然，不同情况下参数的估值肯定存在差

异，再按照某种最优法则( 即最小二乘法) 找到一个
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统一的参数估值作为待估参数的最优解。具体步

骤可归纳为:

1) 设每次观测时的参数改正数为未知数，列条

件方程

A
n，m

V
m，1

+ w
n，1

= 0
n，1

式中，n 为观测次数; m 为改正数个数。这里假定各

参数间相互独立，因此 Q = P － 1 为对角阵，Q 的阶数

为待求参数的个数与观测次数的乘积。
2) 依据条件平差原理求解改正数，得每一次观

测时参数的最佳估值。
3) 待求的参数估值即为每次观测时参数估值

的加权平均值。
依据这样的思想，本题的解算过程如下:

1) 首先假定每次观测时，参数近似值 a0、b0 的

值都为 1，于是

60δa1 + 40δb1 － 1 = 0

40δa2 + 60δb2 + 1 = 0

90δa3 + 60δb3 + 1 = 0

60δa4 + 90δb4










－ 1 = 0

，

A =

60 0 0 0 40 0 0 0
0 40 0 0 0 60 0 0
0 0 90 0 0 0 60 0











0 0 0 60 0 0 0 90

，

W =

－ 1
1
1











－ 1

， P
8 × 8

= I
8 × 8

2) 求解每次观测时，参数近似值的改正数

( δa1，δa2，δa3，δa4 ) = ( 6 /520，－ 4 /520，－ 9 /
1 170，6 /1 170)

( δb1，δb2，δb3，δb4 ) = ( 4 /520，－ 6 /520，－ 6 /
1 170，9 /1 170)

3) 计算每次观测时，参数估值的加权平均

â = a0 + ( 1·δa1 + 1·δa2 + 1·δa3 + 1·δa4 ) /
( 1 + 1 + 1 + 1) = 1． 001 282

b̂ = b0 + ( 1·δb1 + 1·δb2 + 1·δb3 + 1·δb4 ) /
( 1 + 1 + 1 + 1) = 0． 999 871 8

2． 算法精度比较

算法精度( 都取 5 位有效数字) 比较如表 2 所示。

表 2 算法精度比较

â b̂
常规算法 1． 007 7 0． 992 8

新算法 1． 001 2 0． 999 8

从表 2 可以看出，新算法比原间接平差法在精

度上有很大提高。

三、迭代法求解非线性模型参数

1． 新算法的提出

该算法依据条件平差和间接平差反复迭代未知

参数，以此来求得参数的最优估计。具体步骤如下:

1) 设每次观测时的参数改正数为未知数，列条

件方程

A
n，m

V
m，1

+ w
n，1

= 0
n，1

式中，n 为观测次数; m 为改正数个数。假定各参数

间相互独立，Q = P － 1 为对角阵，其阶数为待求参数

的个数与观测次数的乘积。
2) 求解每次观测时的参数改正数，经过条件平

差后得到每一次的最佳参数估值。
3) 求解此时的参数平差值 x̂ ( 1) ，此时 x̂ ( 1) 为所

有最佳参数估值的加权平均值。
4) 将步骤 3) 得到的x̂ ( 1) 作为参数的近似值，按

照间接平差模型列误差方程

V = Bx̂ － l
5) 利用间接平差原理求解此时的 x̂ ( 2) ( 注意，

此时的权阵不同于步骤 1) 中的权阵，此时的协因数

阵是观测值之间的协因数阵，具体的协因数确定方

法和一般的间接平差协因数确定的方法相同) 。
6) 比较x̂ ( 1) 和x̂ ( 2)。对于事先给定的很小正数

ε，若‖x̂ ( 2) － x̂ ( 1) ‖ ＜ ε，则取 x̂ = x̂ ( 2) ; 否则，令x0 =
x̂ ( 2) ，返回步骤 1) 。反复继续迭代，直到前后两次平

差后的数值差别很小为止。
算法说明: 本算法中步骤 2) 、3) 和 5) 分别运用

了最小二乘原理，即一次迭代，利用了 3 次最小二乘

原理［5］。和以往算法相比较，收敛速度和精度自然

会得到明显提高。当然，这只是理论上的结果，其

实际效果如何，从下面的算例中可以得到诠释。
2． 算例解析［6］

已知非线性模型为 Li = x1e
ix2，其中参数( x1，x2 ) 的

真值为( 5．420 136 187，－0．254 361 89)。Li的 5 个真值

和相应的 5 个同精度独立观测值，如表 3 所示。

表 3 5 个观测值及其真值

i 1 2 3 4 5

真值 4． 203 834 3． 258 924 2． 527 006 1． 959 469 1． 519 394
观测值 4． 2 3． 25 2． 52 1． 95 1． 51

这里假设( x1，x2) 的近似值分别为( 5．40，－0．3)。
1) 根据已知的参数近似值，先对非线性模型线

性化，列出条件方程
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Li = x1e
ix2 + eix2δx ( i)

1 + ix1e
ix2δx ( i)

2 ( i = 1，2，3，4，5) 将 x1，x2 的近似值代入上式，得到

A =

0．740 8 0 0 0 0 4．000 4 0 0 0 0
0 0．548 8 0 0 0 0 5．927 1 0 0 0
0 0 0．406 6 0 0 0 0 6．586 4 0 0
0 0 0 0．301 2 0 0 0 0 6．505 8 0
0 0 0 0 0．223 1 0 0 0 0 6．















024 5

，W =

0．199 6
0．286 4
0．324 5
0．323 9
0．















305 1

解得

δx11 = 0． 008 93

δx21 = 0． 004 43

δx31 = 0． 003 03

δx41 = 0． 002 3

δx51 = 0．













001 87

，

δx12 = 0． 048 24

δx22 = 0． 047 89

δx32 = 0． 049 82

δx42 = 0． 049 64

δx52 = 0．













050 6
所以( x̂1，̂x2 ) = ( 5． 404 114，0． 250 91) 。

2) 利用间接平差，列误差方程

vi = x1e
ix2 + eix2δx1 + ix1e

ix2δx2 － li
将 1) 求得的( x̂1，̂x2 ) 代入方程中得

B =

0． 778 1 4． 204 9
0． 605 43 6． 543 6
0． 471 1 7． 637 3
0． 366 5 7． 923 36
0． 285 3 7．















706 4

，L =

0． 004 94
0． 021 8
0． 025 88
0． 030 61
0．















031

，

P = I。解得

( δ x̂ ( 1)
1 ，δ x̂ ( 1)

2 ) = ( 0． 020 27，－ 0． 004 84)

因此( x̂ ( 1)
1 ，̂x ( 1)

2 ) = ( 5． 424 384，－ 0． 255 75) 。
3) 用同样的方法进行第二次迭代

由条件平差解得

( x̂1，̂x2 ) = ( 5． 424 384，－ 0． 255 67)

代入间接平差后解得的第二次迭代的最终结果为

( x̂ ( 2)
1 ，̂x ( 2)

2 ) = ( 5． 423 739，－ 0． 255 5)

将本文算法与常见算法进行比较，结果如表 4 所示。
由表 4 可以看出，新算法的迭代精度远远超出

了一般的间接平差法。在同牛顿迭代法的比较中，

新算法第一次的平差值介于牛顿法的第 4 次至第

5 次的最佳估值之间，第 2 次的迭代结果同牛顿法

的最终结果相差不大。由此可以看出，本算法具有

收敛速度快、解算精度高、对起算数据精度要求不

太高等优点。

表 4 各种算法比较

迭代次数
参数

间接平差法 牛顿迭代法 新算法 真值

x1 x2 x1 x2 x1 x2 x1 x2
1 5． 394 14 － 0． 250 2 5． 333 01 － 0． 253 9 5． 424 38 － 0． 255 75 5． 420 136 － 0． 254 362
2 5． 417 2 － 0． 254 3 5． 423 74 － 0． 255 51
3 5． 422 71 － 0． 255 7
4 5． 442 74 － 0． 255 7
5 5． 422 74 － 0． 255 7
6 5． 422 74 － 0． 255 7

四、结束语

本文借用传统的条件平差和间接平差原理，构

造出求解一类非线性模型参数估计的新方法。对

于非线性程度较强、参数初值精度较低的情况，利

用该算法可较快获得精度较高的参数估值。文中

的算例不仅表明本算法优于传统算法，而且为非线

性模型参数估计提供了一种新的思路。
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