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组建地球参考架中基准约束的选择及其影响
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摘要: 根据约束形式和提供信息的情况，将定义几何坐标参考基准的约束条件分为统计约束和函数模型约束，并给出它们的统一

表示形式。解释统计约束中的紧约束、皱约束和松约束的分类依据和使用原则，分析伪逆约束和最小约束的表示形式、使用方法

和应用范围。指出固定约束是函数模型约束的一种，它是定义几何坐标参考基准的理想选择，讨论在 IERS 组建 ITRF2008 时，用

于定义相似变换参数相对参考基准的函数模型约束的表示形式。
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一、引 言

建立地球参考架的几何观测量仅能敏感由地

面参考点构成的三维几何构形，而由相似变换模型

可知，由三维几何坐标描述的地球参考架( TRF) 及

其变化存在 14 个自由度，为了得到唯一的 TRF 坐

标，需根据约束条件消去相应的自由度，即定义相

应的坐标参考基准。约束条件的正确选择是保证

TRF 统一参考基准的前提。文献［1-8］均针对这一

问题进行了较深入的讨论，它们所建立的代数约束

侧重于其统计和代数意义，因此存在着各种各样的

表示形式。目前在 TRF 的组建和应用中，这些约束

形式得到了广泛的应用。文献［9-10］讨论了现代大

地测量 参 考 基 准 的 基 本 概 念 和 发 展 现 状，而 文

献［11］则对建立地球参考架的基准性技术 VLBI 在

数据分析时的约束形式进行了较深入的研究。
根据约束形式和附加信息的不同，本文将基准

约束分为统计约束和函数模型约束两种，并将提供

未知参数方差信息的基准约束称为统计约束，而将

由未知参数之间的函数关系确定的基准约束称为

函数模型约束。统计约束为平差系统提供了先验

的统计信息，通常可将其作为虚拟观测量进行处

理; 由未知参数间的确定函数关系表示的函数模型

约束并不为平差系统提供先验统计信息，因此应作

为条件方程进行处理。

二、统计约束

通常可将统计约束作为虚拟观测量处理，此时

实际观测量 L 和虚拟观测量 L f 对应的线性观测方

程可表示为

L = AX，QL

L f = CX，QL
}

f

( 1)

式中，A、C 分别为列满秩的设计矩阵和行满秩的条

件矩阵; QL、QLf 分别为相应的先验协方差矩阵( 或

权逆阵) ; X 为待求的未知参数。利用最小二乘原

理易给出 X 的最优线性无偏估计 X̂ 如下［12］

X̂ = ( N + CTQ － 1
Lf
C) － 1 ( U + CTQ － 1

Lf
L f ) =

X̂L － J( CX̂L － L f ) ( 2)

QX̂ = ( N + CTQ － 1
Lf
C) － 1 =QX̂L － JCQX̂L ( 3)

式中，N = ATQ － 1
L A; U = ATQ － 1

L L; J = QX̂L C
T ( QLf +

CQX̂LC
T ) － 1。

如果法矩阵的逆阵 N － 1 存在，则 X̂L = N － 1 U，

QX̂L =N
－ 1为不考虑约束条件的参数解，J 称为增益

矩阵。应用中可取部分参数的先验均值 X0
s 及其协

方差矩阵 QX0s 作为统计约束，这相当于 L f = X
0
s，C = I

( I 为单位阵) 。未知参数先验的统计信息可能会破

坏观测量中包含的基准信息，因此通常要求能够依

据 SINEX 解文件中包含的约束信息 L f、C、QLf 和参

数解 X̂、QX̂恢复未加约束的法方程 NX̂ = U，此时由

式( 2) 和式( 3) 易知［1］

N =Q － 1
X̂ － CTQ － 1

Lf C

U =Q － 1
X̂ X̂ － CTQ － 1

Lf L
}

f

( 4)

如果 X0
s 取值为若干点位的坐标或速度，考虑

到法方程的可恢复性，Altamimi 等人根据 X0
s 的先验
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方差选取不同，将统计约束分为紧约束、皱约束和

松约束( 此处紧约束和松约束为直译，而为了避免

歧义，本文暂且将 removable constraints 意译为皱约

束) 。如以 σp 表示点位的位置均方差，σv 表示点位

的速度均方差，则紧约束要求 σp≤10 －10 m，σv≤
10 －10m /a; 皱约束要求 σp≈10 －5m，σv≈10 －5m /a; 松

约束要求 σp ＞ 1 m，σv ＞ 0． 1 m /a［13］。这些数值主要

是依据历史观测数据通过数值试验得到的，仅适用

于组建 TRF，对 于 其 他 应 用，其 数 值 可 能 会 有 所

不同。
以上方差数值的选取也可这样理解: 紧约束、

皱约束和松约束对 应 的 Q － 1
Lf 的 量 级 分 别 为 1020、

1010、100，由式( 4) 可知，紧约束、皱约束对 L f X0( )s 的

不确定性极其敏感，而松约束对平差结果的影响则

几乎仅由 L 的精度确定。考虑到通常的计算机双

精度浮点数的有效位数为 16 位，此时紧约束会使舍

入误差放大 104，而皱约束仅为舍入误差的 10 －6。
由此可见，即使提供了先验约束信息，紧约束也是

不可恢复的，舍入误差已将原有的部分法矩阵信息

淹没，而皱约束则恢复精度很高。考虑皱约束的先

验均方差仅为 ± 0． 01 mm，因此在当前的坐标精度

下，可认为附加皱约束和紧约束得到的平差结果是

相同的，为了方便后续的联合平差，通常不采用紧

约束。
法方程附加不同的统计约束得到的未知参数

的方差是不同的，可以找到一种使未知参数方差最

小的统计约束，称为伪逆约束。
1． 伪逆约束

式( 1) 中，如果取 L f = CX
0，并将 L f 看做是等权

( 先验统计信息) 的虚拟观测量，其中，X0 为 X 的先

验值，行满秩的设计矩阵 C 满足条件 ACT = 0。可

以证明，上述约束解等价于 X̂TX̂ = min 的最小范数

解，也等价于未加约束的伪逆解，设计矩阵 C 可针

对具体平差系统所缺失的基准信息构造［7-8］。秩亏

的法矩阵 N 存在无穷多个广义逆 N － ，而伪逆 N + 即

是满足其迹最小的一个，由此得到的参数估值满足

X̂TX̂ = min。可见伪逆解具有最小方差的性质，它在

解决法矩阵秩亏的基础上更好地保护了观测几何

构形信息，可将这类统计约束称为伪逆约束［3］。事

实上，矩阵 C 行满秩且 ACT = 0 说明矩阵 C 的行向

量张成了矩阵 A 的零空间，虚拟观测方程( 约束条

件) CX0 = CX 使 X̂ 垂直于矩阵 A 的零空间，从而得

到最小范数解。也可选取具有可靠质量的部分参

数近似值 X0
s 组成与 X̂T

s X̂s = min 等价的伪逆约束条

件，通 常 也 将 附 加 这 类 约 束 的 平 差 解 称 为 拟

稳解［7-8］。
在伪逆约束中，亦可考虑先验坐标 X0 或 X0

s 的

相对精度信息，从而得到加权伪逆解和加权拟稳

解。伪逆解的最小方差性质可更好地保护几何观

测量所组成的几何构形信息，因此在变形观测中得

到了广泛的应用，但是其所依据的参考基准是由

CX0 或 CsX
0
s 定义的，因此有时也将其称为内部基

准。X0 或 X0
s 的不确定性或不一致性将使平差结果

无法直接比对，特别是伪逆解的协方差矩阵 N + 降

秩，将导致以伪逆解作为间接观测量时无法构造其

权矩阵，因此在组建 TRF 时一般不采用伪逆约束。
2． 最小约束

引入独立约束条件的数目等于法矩阵秩亏数

的基准约束均可称为最小约束，具有最小方差性质

的伪逆约束可作为最小约束的理想实现［3］。伪逆

约束利用未知参数先验坐标的统计信息定义了平

差系统 缺 失 的 基 准 信 息，然 而 协 议 地 球 参 考 系

( ITRS) 约定的参考基准是与相似变换参数相对应

的，为使平差结果基于 ITRS 协议约定的统一参考基

准，应由相似变换参数构造统计约束条件以补充或

增强观 测 量 中 缺 少 的 特 定 基 准 信 息。基 于 此，

Sillard等提出了一种新的构造设计矩阵 C 的方法，

它不仅可满足最小约束条件，其参数解的协方差矩

阵也是可逆的，且具有近似的最小方差性［3-4］，本文

中所述的最小约束特指这种最小约束。
假设一组空间几何点在两个三维笛卡尔直角

坐标系中的几何坐标分别为 YR 和 Yc，它们之间的

相似变换参数记为 Θ，此时由相似变换模型可得到

由 YR 和 Yc 求解 Θ的线性观测方程如下［2-4］

L =GΘ
L = YR － Y }

c

( 5)

当 YR 和 Yc 包含几何坐标速率时，Θ 应包含

7 个相似变换参数及它们的变化率，共 14 个未知参

数，此时设计矩阵 G 可由相似变换模型的一阶偏导

数在 YR 处的取值组成。假设 L 等权，则由以上误

差方程容易给出 Θ的最优线性估计如下

Θ̂ = ( GTG) － 1GTL ( 6)

如果 Yc 也为待求的未知坐标，YR 为已知坐标，

则 Θ̂ = 0 表示待求的 Yc 与已知的 YR 对应的参考基

准相同。可见只要在式( 1) 取 C = GT( )G －1GT，Lf =
CYR，即可得到 14 个约束条件。此时，可由特定相

似变换参数对应的约束条件定义平差系统不敏感

的几何坐标基准，这些约束条件即最小约束条件。
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QLf可依据误差传播定律由 YR 的先验方差给出，也

可事先给定［3］。按以上方法构造的矩阵 C 通常并

不满 足 条 件 ACT = 0，因 此 并 不 具 有 最 小 方 差 的

性质。
如果式( 5) 中 Yc 也为未知参数，则对应的观测

方程变为不定方程 YR = Yc + GΘ，此时可由 S 变换

将 YR 对应的随机线性空间加权分解为正交的 Yc 和

GΘ的随机线性空间。可以证明，如果加权分解时

权阵取为单位阵，则 GΘ中 Θ的形式与式( 6) 相同，

且此时的 Yc 十分接近于其伪逆解，而其方差矩阵接

近于最小迹方差矩阵，这也是推导式( 6 ) 时 L 取等

权的原因［4］。
3． 统计约束在建立 TRF 中的应用

以上形式的最小约束可仅针对平差系统缺少

不敏感的基准信息，从而间接保护观测量敏感的基

准信息。在利用多种技术组建 TRF 时，可针对由解

文件恢复的未加任何约束的法方程，施加统一的最

小约束以弥补或增强该技术不敏感的基准信息。
对于皱约束，由于其坐标估值有可能扭曲观测几何

中包含的某些基准信息，因此需利用式( 4 ) 恢复的

法矩阵，依据统一约定重新构造最小约束条件，并

利用式( 2) ～ 式( 3) 获得相应的最小约束解。松约

束虽然可以使几何构形的扭曲尽量最小化，但当观

测时段比较短，观测技术单一时，其给出的坐标精

度往往较实际情况要高，因此它给出的坐标精度指

标仅能反映该技术在观测期间点位的相对变化，所

以在组建 TRF 时可直接采用其参数估值 X̂l，而仅将

其协方差矩阵 QX̂l 依据式( 3 ) 中加横线的部分修正

为 QX̂lm
，即［1］

QX̂lm
=QX̂l

－QX̂l
CT ( QLf + CQX̂l

CT ) － 1CQX̂l
( 7)

式中，C、QLf 可由协议约定的最小约束条件进行构

造。通常在组建新的 TRF 时，为了保证附加的最小

约束能有效地弥补特定技术所不敏感的基准信息，

可选取已有参考架中与新参考架重合的一组稳定

的参考点组成的核心网统一附加最小约束条件。
如 IERS 组建 ITRF2008 时，选取了与 ITRF2005 重

合的 171 个参考点组成核心网，对于特定的 SINEX
解文件，可依据该文件中的先验约束信息，恢复未

加任何约束信息的法方程，然后依据核心网利用最

小约束条件补充法方程中缺少的基准信息，以获得

该 SINEX 解文件对应的最小约束解［2，14］。如果拟

采用特定技术观测量敏感精度较高的基准信息定

义新参考架的参考基准，则此时一定不能针对此基

准信息附加最小约束。考虑到空间大地测量技术

均不能直接敏感方向信息，可利用核心网构造与定

向基准参数对应的最小约束，从而使新建立的参考

架与已有的参考架具有相同的定向，定向基准的连

续性也可保证地球自转参数( ERP) 的连续性，但并

不能保证 TRF 相对于地壳无整体旋转的 ITRS 定

义［1］。类似于发现地心运动后，ITRS 去除了地心整

体无平移约束，新的 ITRS 定义亦可考虑去除相对于

地壳整体无旋转的约束［6］。

三、函数模型约束

如果在数据处理时将未知参数之间确定的或

明确定义的函数关系作为约束条件，这种形式的约

束即函数模型约束。此时线性化的数据处理模型

可表示为

L = AX，QL

BX = }W
( 8)

式中，B 为行满秩的条件矩阵，可采用附有约束条件

的参数平差方法给出其最优线性估值［12］

X̂ =Q11U +Q12W = X̂L － J( BX̂L －W)

QX̂ =Q11 =QX̂L － JBQX̂L

J =QX̂LB
T ( BQX̂LB

T ) － 1

N BT

B[ ]0

－1

=
Q11 Q12

Q21 Q[ ] }
22

( 9)

式中，符号的含义与统计约束中的符号相同。
在式( 9) 中，如果 N 降秩，可利用加横线的部分

进行求解; 如果 N 满秩，可利用不加横线的部分进

行求解，此时 X̂L、QX̂L 为不考虑条件约束的参数解。
也可将函数模型约束中的条件方程看做是具有无

限权的虚拟观测量，可以证明它与具有条件的参数

平差的解是等价的［12］。实用中，可将虚拟观测量的

权取为一个适当的大数，但这有可能造成法方程的

病态，从而影响解的可靠性。
式( 9) 中，如果取 B = I，W = X0，则由式( 9 ) 易

知此时 X̂ = X0，QX̂ = 0，即此时 X 的估值即其先验

值，其方差为零表示没有误差。通常仅采用部分参

数的先验值( 定义值) ，此时约束条件 Xs = X
0
s 即固

定约束［3］，应用中并不需要估计 Xs，只需将其作为

定义常数使用即可。已知参数及其数值可明确定

义数据处理的参考基准，只要独立基准参数的数目

等于定义参数系统所需的基准数目，就可解决法方

程秩亏的问题。如果观测量可与 Xs 建立函数关系，

且观测量对 Xs 的取值足够敏感，此时如果采用独立

方法确定的 X0
s 可正好消除法方程的秩亏问题，则

X0
s 可作为参考基准的理想定义。
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与紧约束类似，不恰当的固定约束可能会破坏

观测量所包含的客观信息。只要基准参数的精度

远高于观测量中所包含的基准信息的精度时，就可

以将这组参数作为基准进行数据处理，这也是实用

中可以将 ITRF 参考点的坐标数值作为固定约束处

理低等级应用的原因。本质上，ITRS 协议约定的几

何坐标的参考基准是采用固定约束体现在数据处

理中的，其中地心原点的基准参数选为 3 个数值为

零的 1 阶引力位系数; 尺度的基准参数选为 BIPM
定义的光速常数值［2，6］; 协议约定的定向基准参数

选为历元 ERP 参数和由实现了整体非旋转约束的

板块运动速度场参数( 或一个稳定 TRF 参考点坐标

定义的定向信息) 。这些基准参数可在线性化观测

方程时，体现在与线性观测方程对应的观测量中，

对于观测量不敏感( 秩亏) 或敏感度不高( 病态) 的

基准参数，可有选择地附加前述的最小约束。

四、结束语

综上所述，虽然属于函数模型约束的固定约束

可作为基准约束的理想形式，但由于观测条件的限

制，短时间内在局部范围获得的观测量很难以足够

的精度敏感这些基准参数，此时应附加适当的约束

条件补充或加强相应的基准信息已获得待求参数

的最优估值，文中所述的最小约束是较理想的选

择，它也是 IERS 目前推荐使用的约束形式。需要

注意的是，TRF 反映的是历元基准信息，而由常数

定义的基准参数是瞬时的( 或与历元无关) ，例如数

值为零的 1 阶引力位系数反映的是瞬时地心，因此

在以 TRF 的几何坐标作为参考基准时在所需精度

范围内应顾及地心的变化。
致谢: 本项研究在武汉大学地球空间环境与大

地测量教育部重点实验室完成，在此表示感谢。
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