
书书书

文章编号: 0494-0911( 2011) 10-0001-04 中图分类号: P221 文献标识码: B

基于整体最小二乘的参数估计新方法及精度评定
许超钤，姚宜斌，张 豹，何 林

( 武汉大学 测绘学院，湖北 武汉 430079)

New Method of Parameters Estimation and Accuracy
Evaluation Based on TLS

XU Chaoqian，YAO Yibin，ZHANG Bao，HE Lin

摘要:根据拉格朗日原理，推导运用整体最小二乘求解间接平差、附有限制条件的间接平差这两种测量数据处理模型，得到简单、

易于编程实现的新迭代算法。给出整体最小二乘参数估计的单位权中误差计算公式以及待估参数的近似精度评定公式，并通过

实际算例进行验证分析。
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经典最小二乘法只考虑了观测向量的误差，认

为系数矩阵没有任何误差，而观测向量和系数矩阵

在实际中一般都是有误差的，经典最小二乘忽略了

这项误差，导致所估计出来的结果在统计上是有偏

的，不是最优的。而整体最小二乘法对所有需要修

正的变量都进行了最小化约束，理论上更加严密。
常用的整体最小二乘解算方法有奇异分解法、完全

正交法、Cholesky 分解法
［1］、增广矩阵法

［2］，但这些

方法的计算过程相对较为复杂，不利于编程实现。
本文运用拉格朗日原理推导了利于编程实现的整

体最小二乘迭代算法。在进行测绘数据处理的过

程中，会遇到附有限制条件的问题，而关于附有限

制条件的整体最小二乘求解问题至今尚未提出有

效的解决办法，这也制约了整体最小二乘在测绘数

据处理领域中的推广应用。为此，本文推导了附有

限制条件的整体最小二乘求解算法。目前还没有

针对整体最小二乘精度评定方面的深入研究，本文

给出了整体最小二乘的单位权中误差计算公式以

及待估参数的近似精度评定公式，并通过实际算例

对求解方法进行验证分析。

一、整体最小二乘求解间接平差模型

间接平差的函数模型为
［3］

L̂ = BX̂ + d
平差时，一般对参数 X̂ 都要取近似值 X0，令

X̂ = X0 + x̂
代入上式，并令

l = L － ( BX0 + d) = L － L0

式中，L0 = BX0 + d，为观测值的近似值，所以 l 是观

测值与近似值之差。由此可得误差方程

V = Bx̂ － l
整体最小二乘考虑了系数矩阵存在误差，方程要求

解的是观测值的改正数 V、系数矩阵的改正数 VS 以

及待估参数 x̂，在求解过程中将其等价为一个带约

束的标准最小二乘问题，然后运用拉格朗日乘数法

来求解。结合整体最小二乘的思想，在系数矩阵 B
中也是存在误差的，设其误差为 VB，那么有

l + V = ( B + VB ) x̂ ( 1)

式中，l 为 n × 1 的观测值向量; V 为 n × 1 的观测误

差向量; B 为 n ×m 的系数矩阵; VB 为 n × m 的系数

误差矩阵; x̂ 为 m × 1 的待估参数向量。式( 1) 即为

基于整体最小二乘估计准则的间接平差基本模型。
根据整体最小二乘原理，对于式( 1) 的参数求解，要

使其能够满足如下条件

VT
bVb + V

TV = min( x̂) ( 2)

式中，Vb = vec( VB ) ，vec( VB ) 表示矩阵 VB 中按照从

左往右顺序的每一列。
利用整体最小二乘原理进行间接平差时，构造

拉格朗日目标函数

Φ = VT
bVb + V

TV + 2λT ( l － Bx̂ + V － VBx̂)

式中，Vb = vec ( VB ) ; λ 为 n × 1 的拉格朗日乘数向

量; VBx̂ = ( x̂Tln ) Vb，其中为矩阵的张量积。根

据拉格朗日函数的必要条件，分别对 V、Vb、λ、̂x 求

导、化简可得式( 3)
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V + λ = 0
VB － λx̂

T = 0

l － Bx̂ + V － VBx̂ = 0

BTλ + VT
Bλ










= 0

( 3)

由式( 3) 可得

l － Bx̂ = － V + VBx̂ = λ( 1 + x̂T x̂) ( 4)

同时可得误差改正数为

V = － λ = － ( l － Bx̂) ( 1 + x̂T x̂) － 1

VB = λx̂
T = ( l － Bx̂) ( 1 + x̂T x̂) － 1 x̂ }T ( 5)

由式( 5) 可得

VT
bVb + V

TV = ( l － Bx̂) T ( l － Bx̂) / ( 1 + x̂T x̂) = k

( 6)

这里，令 N = BTB，M = BT l，将式 ( 4 ) 左右两边同时

乘以 － BT
并联立式( 3) 可得

Nx̂ －M = － BTλ( 1 + x̂T x̂) = VT
Bλ( 1 + x̂T x̂) =

x̂λT ( l － Bx̂) = x̂［( l － Bx̂) T ( l －
Bx̂) / ( 1 + x̂T x̂) ］= x̂k ( 7)

根据整体最小二乘原理，所求得的最佳估计参

数 x̂ 要使得 k 取最小值。对于参数的最优估计可以

采用迭代的方法，迭代的基本思想为: 先赋予 k 一个

初值求得待估参数 x̂，然后再通过所求得的待估参

数 x̂ 来修正 k 的值，依此迭代，直到两次求得的待估

参数 x̂ 小于某一个极小值为止。首先令 k = 0，则有

x̂ ( 1) =N － 1M
可以看出，当 k = 0 时，所求得的 x̂ 的值为最小

二乘解的形式。根据求得的参数 x̂ 依据式( 6) 求得

k 的值，即

k( i) = ( l －Bx̂( i) ) T( l －Bx̂( i) ) / ( 1 + x̂( i) T
x̂( i) ) ( i≥1)

( 8)

再依据式( 7) 求得 x̂ 的新估值

x̂ ( i + 1) =N － 1 ( M + x̂ ( i) k ( i) ) ( i≥1) ( 9)

重复进行式( 8 ) 和式( 9 ) ，当 | x̂ ( i + 1) － x̂ ( i) | ＜ ε
时，停止迭代，其中 ε 为极小值。运用整体最小二乘

原则求解间接平差模型的流程图如图 1 所示。

图 1 运用整体最小二乘原则求解间接平差模型的流程图

二、整体最小二乘求解附有限制条件

的间接平差模型

依据整体最小二乘原理的附有限制条件的间

接平差的误差方程为

l + V = ( B + VB ) x̂

Cx̂ －W }= 0
式中，l 为 n × 1 的观测值向量; V 为 n × 1 的观测误

差向量; B 为 n ×m 的系数矩阵; VB 为 n × m 的系数

误差矩阵; x̂ 为 m × 1 的待估参数向量; C 为 c ×m 的

限制系数矩阵; W 为 c × 1 的向量，满足 m ＞ c。该问

题依然可以用拉格朗日原理进行求解，根据整体最

小二乘原理，建立拉格朗日目标函数如下

Φ = VT
bVb + V

TV + 2λT ( l － Bx̂ + V － VBx̂) －

2μT ( W － Cx̂)

根据拉格朗日函数的必要条件，分别对 V、Vb、
λ、μ、x̂ 求导，经过转换可得

V + λ = 0
VB － λx̂

T = 0

l － Bx̂ + V － VBx̂ = 0

－W + Cx̂ = 0
BTλ + VT

Bλ － CTμ













= 0

( 10)

再由式( 10) 可得

l － Bx̂ = － V + VBx̂ = λ( 1 + x̂T x̂) ( 11)

同时也可以得到误差改正数的计算公式为

V = － λ = － ( l － Bx̂) ( 1 + x̂T x̂) － 1

VB = λx̂
T = ( l － Bx̂) ( 1 + x̂T x̂) － 1 x̂ }T ( 12)

根据式( 12) ，可得下列关系

k = ( l － Bx̂) T ( l － Bx̂) / ( 1 + x̂T x̂) = VT
bVb + V

TV

令 N = BTB，M = BT l，先将式 ( 11 ) 左右两边都乘以

－ BT
然后再加上 CTμ( 1 + x̂T x̂) ，联立式( 10) 有

Nx̂ －M +CTμ( 1 + x̂T x̂) = － ( BTλ －CTμ) ( 1 + x̂T x̂) =
VT

Bλ( 1 + x̂T x̂) = x̂λT ( l － Bx̂) =

x̂［( l － Bx̂) T ( l － Bx̂) / ( 1 + x̂T x̂) ］= x̂k ( 13)

联立式( 10) 和式( 13) 可得到

Nx̂ －M + CTμ( 1 + x̂T x̂) = x̂k
Cx̂ －W }= 0

( 14)

根据整体最小二乘原理，所求得的最佳估计参

数 x̂ 使得 k 取得最小值。对于参数的最优估计也可

以采用迭代的方法进行。由于 μ ( 1 + x̂T x̂) 形式复

杂，这里构建新的参数 t = μ( 1 + x̂T x̂) ，k 一般为接近

零的较小的值，则先令 k = 0，由此根据式( 14 ) 得到

初始化条件
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x̂ ( 1)

t( 1[ ])
=

N CT

C[ ]0

－1

[ ]M
W

运用下面的式子来进行迭代计算

k ( i) = ( l － Bx̂ ( i) ) T ( l － Bx̂ ( i) ) / ( 1 + x̂ ( i) T
x̂ ( i) )

x̂ ( i + 1)

t( i + 1[ ])
=

N CT

C[ ]0

－1 M + x̂ ( i) k ( i)

[ ]W
式中，i≥1。

求得待估参数 x̂ 后，根据式( 12 ) 即可求得观测

值的改正数 V 和系数矩阵的改正数 VB。总体的求

解流程与图 1 所示流程类似。

三、精度评定

1． 单位权中误差

单位权中误差计算公式为

σ̂0 = ±
VT

bVb + V
TV

槡 f
式中，f 为自由度。

无限制条件时，单位权中方差的计算公式为

σ̂0 = ±
VT

bVb + V
TV

n －槡 m
式中，n 为观测方程的个数; m 为待求参数个数。

附有限制条件时，单位权中方差的计算公式为

σ̂0 = ±
VT

bVb + V
TV

n －m +槡 c
式中，n 为观测方程的个数; m 为待求参数个数; c 为

限制条件方程个数。
2． 待估参数的精度评定

根据方差的定义，有

DX = E［( X － E( X) ) ( X － E( X) ) T］

测量中的观测方程为

L̂ = B̂X̂ + d
写成函数的形式为 F ( L̂，̂B，̂X) = 0，根据文献

［4］，误差传播在隐函数中，有

dX = X
L

dL + X
B

dB

式中，X
L

= －
FL

FX
; X
B

= －
FB

FX
。

由误差传播率可得到 X̂ 的中误差

σ̂X = ± KDK槡 T

式中，K = X
L

X
[ ]B 。

通过对隐函数求导提取估计量对观测量的线

性信息，然后通过误差传播定律估计出待估参数的

误差。
整体最小二乘求解间接平差模型待估参数的

近似方差计算公式如下

DX≈σ̂2
0 ( N － klm ) － 1N( N － klm ) － 1 =

( n －m) － 1［k( N － klm ) － 1 + k2 ( N － klm ) － 2］

四、实例分析

1． 曲线拟合

利用文献［1］表 3． 18 中的数据来拟合曲线函

数 y = ax3 + bx2 + cx + d，分别采用最小二乘、整体最

小二乘迭代算法、文献［2］中的增广矩阵法进行拟

合计算，结果如表 1 所示。

表 1 不同方法解算结果

采用方法 a b c d 单位权中误差

LS 0． 974 207 43 － 1． 951 315 74 － 2． 709 185 24 3． 800 497 70 ± 0． 916 068 03
文献［1］TLS 0． 976 545 66 － 1． 964 932 17 － 2． 755 272 90 4． 021 330 59 ± 0． 171 446 81

本文 TLS 0． 976 519 29 － 1． 964 898 08 － 2． 754 958 54 4． 021 193 66 ± 0． 031 536 05
文献［2］

增广矩阵法
0． 976 519 29 － 1． 964 898 08 － 2． 754 958 54 4． 021 193 66 ± 0． 031 536 05

通过计算结果可以看出利用本文提出的整体

最小二乘的迭代解法所求得的结果与文献［2］的增

广矩阵法求得的结果相同，且与文献［1］中的求解

结果非常相近，说明本文提出的迭代解法是正确

的。但按照本文提出的迭代解法和文献［2］的增广

矩阵法得到的单位权中误差更小，同时本文提出的

迭代解法更利于编程实现。比较整体最小二乘与

最小二乘的结果可以发现在曲线拟合结果中有着

一些差异，整体最小二乘比最小二乘具有更高的

精度。
2． 三维任意旋转角坐标转换

根据文献［5］，在三维任意旋转角坐标转换模

型中，将旋转矩阵 R 中的 9 个元素都当做未知参

数，这比原来共增加了 6 个参数。旋转矩阵 R 是一

个正交矩阵，满足 RRT = RTR = E，由此可以产生 6
个限制条件，从而构成了附有限制条件的间接平差
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模型。表 2 是模拟的真值数据。

表 2 模拟的真值数据 m

点号
原始坐标系

X Y Z

目的坐标系

XF YF ZF

1 1 000 1 000 100 16 090． 153 4 9 946． 404 2 20 904． 816 5
2 － 1 000 1 000 50 15 367． 091 3 11 318． 756 7 19 641． 357 0
3 － 1 000 － 1 000 200 13 753． 825 5 10 170． 421 3 19 323． 238 8
4 900 － 1 000 80 14 527． 846 3 8 801． 458 9 20 396． 194 4
5 661 500 81 15 589． 254 3 9 873． 232 3 20 574． 622 7
6 334 456 90 15 428． 325 8 10 077． 751 7 20 371． 596 1
7 － 666 212 154 14 833． 207 4 10 651． 362 9 19 754． 800 9
8 453 － 231 131 14 924． 212 2 9 596． 386 4 20 327． 235 8
9 － 341 － 231 69 14 659． 077 5 10 124． 796 3 19 793． 600 6
10 435 － 765 133 14 506． 517 3 9 287． 489 9 20 202． 344 2

取前 5 个点作为公共点，后 5 个点作为待求点，

利用本文提出的整体最小二乘求解附有限制条件

的间接平差模型进行求解。取前 5 个点作为公共点

解算得到的 7 个转换参数结果如下: Φ = 22°55'05″，
Ψ = 34°22'38″，θ = 49°04'25″，ΔX = 15 000 m，ΔY =
10 000 m，ΔZ =20 000 m，m =1。利用此结果对后5 个

点进行坐标转换，得到后 5 个点在目的坐标系下的坐

标与真值数据相同，验证了本文提出的整体最小二乘

求解附有限制条件的间接平差模型方法是正确的。

五、结束语

运用整体最小二乘解算间接平差，增加了理论

的严密性，使得估计出的参数是最优的，且给出的

整体最小二乘的迭代解法，计算简便，易于编程实

现。实现了整体最小二乘求解附有限制条件的间

接平差，有利于整体最小二乘法在测绘数据处理领

域中的推广。但从目前整体来看，整体最小二乘方

法在测绘领域的应用研究还比较片面，只是针对某

些工程项目进行了应用研究的探索，且整体最小二

乘中定权策略、待估参数的精确精度评定及可靠性

理论等还有待作进一步研究，距形成完整的应用理

论体系还有一定的距离。
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