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摘  要:根据离散三角网格系统的空间分布特征,构建新型的十二连通拓扑空间几何距离量测方法,根据三角网格的边

的方向性差异性及空间分布格局特征提出一种新型的三角网格单元三维 I JK 坐标系统,给出该坐标系统与传统行列坐

标系统的坐标转换方法,推导三角网格系统的距离计算公式,为基于三角网格系统构建的柏拉图立体三角网格剖分系统

的距离计算奠定了基础。
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1  引  言

传统栅格系统以矩形网格为主,坐标表示简

单,计算方便, 广泛应用在计算机图像处理、地理

信息技术及计算机游戏开发等领域。随着全球遥

感影像数据库、新型图像处理技术、正六边形网格

CCD点阵排列方式及游戏开发等技术的发展,正

三角形及正六边形等均匀几何离散网格系统逐渐

得到关注 [ 1-11]。由于具有区域完全填充、节点空

间均匀分布及形状逼近圆等特点, 正六边形网格

已成为图像处理领域的前沿热点研究方向[ 11]。

正六边形网格等价于等边三角网格系统,多数正

六边形网格系统研究往往将正六边形网格直接转

换为等边三角网格。等边三角网格系统具备正六

边形网格系统的主要优点,且相对灵活和更具可

扩展性。三角网格系统具有如下优势: ¹ 三角网

格表示圆比矩形网格系统更准确, 效率更高
[ 6, 12]

;

º 三角网格与当前的三维可视化技术的基本数

据结构一致; » 容易构建正六边形网格; ¼可以

扩展到正四面体、正八面体、正十二面体、正二十

面体等正多边体以构建全球网格剖分模型。

距离量测是空间度量的基础。传统的栅格系

统拓扑空间几何距离量测方法包括曼哈顿方法以

及棋盘方法[ 13-14] 。这两种方法适宜于矩形栅格

系统。由于三角网格单元的空间格局与矩形网格

存在较大差异,三角网格每个单元与三个单元边

邻接,同时与另外九个单元节点邻接,上述两种距

离量测方法无法直接扩展到三角网格系统。文献

[ 1]提出三角网格节点距离的量测方法。由于节

点量测方法仅考虑节点之间的空间关系,但三角

网格单元是由三个节点,三个边所组成的区域或

面状特征,不能直接应用于三角网格单元的距离

量测。除了文献[ 4 ) 9]给出的基于邻域序列的最

短路径的计算方法, 迄今尚未见有三角网格系统
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距离量测方法的有关文献。虽然三角网格单元存

在方向差异性, 但三角网格单元的节点连通格局

一致,每个三角网格单元都与十二个三角网格单

元邻接,组成一个近似正六边形的环状结构。利

用这种环状拓扑空间分布格局可以建立一种新的

三角网格系统量测方法。

球面三角剖分网格是全球网格模型的主要剖

分方式
[ 15-21]

。近二十年来, 全球网格模型的研究

在剖分模型、编码模型等方面取得了长足进展,但

距离量测亟待突破, 直接阻碍全球网格模型的实

用化。解决全球网格模型的拓扑空间几何距离量

测是全球网格模型距离量测的第一步, 因此解决

三角网格系统距离量测方法, 将有助于构建基于

三角网格剖分的全球网格模型的距离量测技术。

基于如上需求,根据三角离散网格的空间分

布格局,构建一种十二连通的三角网格系统拓扑

空间几何距离量测方法。在此基础上, 根据三角

网格的三边方向性差异性及空间分布格局特征,

将三轴坐标系引入到三角网格系统, 设计一种新

型的三角网格三维坐标系,构建基于 I JK 坐标的

三角网格单元新的定位方法, 进而推导三角网格

系统的距离量测计算公式。

2  三角网格系统十二连通拓扑空间几何
距离量测基本方法

2. 1  三角网格系统十二连通拓扑空间几何距离
设三角网格单元系统中任意三角网格单元

CA ,与之邻接的三角网格单元为 CN CA i。1 [

i [ 12。三角网格单元距离定义如下:

(1) CA 与自身的距离为零, 即 D( CA , CA )

= 0;

(2) CA 与邻接三角网格单元的距离为一个

单位长度,即

D(CN CA i , CA) = 1 (1)

(3) 对于非直接邻接三角单元 CB 及与 CB

邻接的三角网格单元 CN CB i , i I ( 1, 2, ,, 12) ,

CB 到 CA 的距离比CN CB i 到CA 的距离的最小

值大一个单位, 即

D(CB, CA )= min(D (CN CB i , CA) |

1 [ i [ 12)+ 1 (2)

通过以上定义, 逐层地生成 CA 的等距离线

空间分布图(图 1)。显然该等距离线为由多个三

角单元组成的类似正六边形的环状结构。该环状

结构与节点的等距离线类似。

图 1  三角网格系统等距离线空间分布格局

F ig . 1  Cont ours of tr iangular g rids

2. 2  三角网格节点距离

引入节点距离如下:

(1) 节点 N A 和自己的距离为 0, 即 D( N A,

N A) = 0;

(2) 节点N A 和其邻接节点NN A i 的距离为

一个单位,即

D(N N A i , N A )= 1或者

D(N A , N N A i )= 1, 1 [ i [ 6
(3)

(3) 与 N A 非直接邻接的节点N B 及 NB 的

邻接节点为NN B i , 1 [ i [ 6,则

D(N B, N A )= min(D(N N B i , N A) |

1 [ i [ 6)+ 1 (4)

上述节点距离等价于文献[ 1]所提出的六边

形网格节点距离量测机制。文献[ 1]给出的六边

形网格节点距离量测公式如下

D 6 ( ( i , j ) , ( h, k) ) S

| i- h| + | j - k|

 当( i- j )和( h- k)同号

max( | i- h| , | j - k| )

 当( i- j )和( h- k)异号

(5)

为表达方便, 引入平面三维节点坐标系 ( x ,

y , z ) (图 2) , 其中 x、y、z 的关系为 z = x + y。可

证明式(5)与下式等价

D 6( ( x a , y a , z a ) , ( x b , y b , z b ) ) S    

 max( | x a- x b| , | y a- y b| , | z a- z b | ) (6)

图 2  三角网格节点坐标系统

Fig . 2  T r iangular coordinat e fo r node
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由上式可知,将节点坐标原点移至点( x b, y b,

z b ) ,三维坐标轴将三角网格空间划分为六个区

域,每个区域中节点与原点之间的距离存在相似

数学关系。等距节点组成以原点为中心的正六

边形。

定理:设三角网格单元 CA 和 CB 的节点分别

为N CA i 和 NCBj , 1 [ i, j [ 3,则存在关系: D( CB,

CA)= min(D(N CA i , N CB j ) | 1 [ i , j [ 3)+ 1。

证明:根据文献 [ 1]定理, 对于任意节点对

(N CA i , NCB j ) , 至少存在一条连接两点的最短

距离的节点链。设节点最短距离为 DN (DN >

0) ,节点链两端的三角网格单元之间的距离 DC,

则存在关系

DN - 1 [ DC [ DN+ 1 (7)

设节点对(N CA p , N CBq )在所有节点对中的距离

最小。根据节点邻接格局可知,存在关系

DN ( p , q) [ DN ( i, j ) [ DN ( p, q) + 2 (8)

将式(8)展开,分别代入式(7) ,即

DN ( p, q) - 1 [ DC [ DN ( p , q) + 1

DN ( p, q) [ DC [ DN ( p, q) + 2

DN ( p, q) + 1 [ DC [ DN ( p , q) + 3

(9)

化简后,得到

D C= DN ( p, q) + 1 (10)

证毕。

三角网格单元由三条边组成, 因此在节点距

离基础上引入点到边的距离。设点 N P 到边

N AN B 的距离为该点到边上所有点的距离最小

值。与边等距的节点的空间分布如图 3所示。

图 3 边等距线的空间分布格局

Fig. 3 Iso lines of nodes

推论:三角网格单元 CB 到 CA 的距离等于

CB 的三个节点到 CA 三边距离的最小值的最大

值,即

D(CB, CA )= max( min(D( N CB i , N CA j , N CA k )

| 1 [ j , k [ 3, j X k) | 1 [ i [ 3) (11)

证明:根据节点到边的距离定义, 三角网格单

元距离公式 D(CB, CA) = min(D(N CA i, NCBj ) | 1

[ i, j [ 3)+ 1可改写为如下形式

D ( CB , CA) = m in(D (N CB i , N CA j , N CA k ) | 1 [

i , j , k [ 3, j Xk) + 1 (12)

由三角节点邻接格局可知, CB 的三个节点

与CA 的三边的最小距离差值为 1, 因此, 上式可

改写为

D ( CB , CA) = max ( m in( D (N CB i , NCA j , NCA k )

| 1 [ j , k [ 3, j Xk) | 1 [ i [ 3) (13)

证毕。

3  三角网格三维 IJK 坐标系统

3. 1  IJK坐标系统定义

由于三角网格单元的边分别对应不同的方

向,根据边和节点的距离的空间分布特征,可构建

三角网格三维 I JK 坐标新系统,其三个坐标轴方

向与三角网格单元的三边平行。三角网格单元空

间分布存在方向差异性,按三角垂直方向的顶点

位置的不同, 可分为正向三角和负向三角 (见

图 4、图 5)。三角网格单元方向不同,所对应的坐

标系形态略有差异:

(1) 当原心为正向三角单元时(图 4) ,称该坐

标系为Ñ型坐标系, 该坐标系统包括东西方向的
水平 I 轴、东北西南方向的 J 轴及西北东南方向

的K 轴, 任意两轴间的夹角为 60b。

(2) 当原心为负向三角单元时(图 5) ,称该坐

标系为Ò型坐标系。

使用三值坐标对( i , j , k)定位三角网格三维

坐标系中的任意三角网格单元, 坐标值等于该三

角网格单元分别到 I、J、K 轴的三角单元距离。

图 4  Ñ型三角网格三维坐标系统

  F ig . 4  T r iangular three dimension coo rdinate

of case Ñ
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图 5  Ò型三角网格三维坐标系统

  F ig . 5  T riangular three dimension coo rdinate

of case Ò

假设当前坐标系为Ñ型,三角网格单元 CA 的

坐标为( i, j , k)。将坐标原心沿 I 轴右移 m 个单

元,此时 CA 对应坐标为( ic, jc, kc) ,存在如下关系

ic= i- m
jc= j - m
kc= k

(14)

当 m为奇数时, Ñ型坐标系转换为 Ò型坐标

系; m 为偶数时, 坐标系形态保持不变。 Ò型坐

标系统沿 I 轴左移或者右移单位个数为奇数时,

将转变为 Ñ型坐标系。

3. 2  坐标系方向的空间分布格局

三角网格单元的方向沿 I 轴交替分布。沿该

方向从原点三角网格单元开始计数, 当计数为偶

数时三角网格单元的方向与原点一致; 当为奇数

时则相反。计数到单元( i, j , k) , 其值为 i+ j - k。

由于 i+ j + k= i+ j - k+ 2k 与 i + j- k 奇偶性一

致,有如下规律: ¹ 当 i+ j+ k 为偶数, 该三角网

格单元方向与原心相同; º 当 i+ j+ k 为奇数,该

三角网格单元方向与原心相反。

4  三角网格三维 IJK 坐标系的坐标转换

4. 1  单元行列坐标系( u, v)及节点坐标系

三角网格单元行列坐标系是最常用的三角网

格坐标定位方式(图 6)。设三角网格单元 CA 的

图 6  三角网格行列坐标系统

F ig. 6 T riangular scanning coordinate

行列坐标为( u, v)。为计算方便, 令行列坐标系

原点仅选择正向三角网格单元。

设 CA 的三个节点的坐标为 N 1 ( x 1 , y 1 ) ,

N 2 ( x 2 , y2 )和 N 3( x 3 , y3 )。三角网格单元行列坐

标与节点坐标关系如下。

当正向三角时

x 1 = u
2
, y 1= v+ 1

x 2 =
u
2
, y 2= v

x 3 =
u
2

+ 1, y 3= v

(15)

当负向三角时

x 1 =
u
2
, y 1= v+ 1

x 2 =
u
2

+ 1, y 2= v

x 3 =
u
2 + 1, y 3= v+ 1

(16)

式中, | a |为计算比 a小的最大整数的操作算子,

当 a\0时,其值等于 a的整数部分; 当 a为负整

数时,其值等于 a; 当 a 为负小数时, 其值为比 a

小的最大整数。

节点坐标转换为三角网格单元行列坐标方程

v= min( y 1 , y 2 , y 3)  或

 v= max ( y 1 , y 2 , y3 )- 1

u= x 1+ x 2+ x 3- max( x 1 , x 2 , x 3)  或

 u= x 1 + x 2+ x 3- min( x 1 , x 2 , x 3) + 1

(17)

4. 2  行列坐标转换为三维坐标

行列坐标系只能直接转换为Ñ型, 方程如下

i=
u
2

j=
u+ 1
2

+ v

k= v

(18)

当目标坐标系的原点发生平移时,新原点移

至( u1 , v 1) ,则转换方程为

i= u
2

-
u1

2

j =
u+ 1
2

+ v -
u1+ 1

2
- v 1

k= v- v 1

(19)

4. 3  三维坐标转换为行列坐标

Ñ型坐标系转换方程如下
u= i+ j- k

v = k
(20)
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Ò型坐标系转换方程。Ò型三维坐标系转换
为行列坐标系时, 为与行列坐标系的标准原心相

吻合,行列坐标的原点为 Ò型坐标系原心的左侧

邻接单元。转换方程如下

u= i+ j- k+ 1

v= k
(21)

5  三角网格三维 IJK 坐标系距离计算

5. 1  任意三角网格单元与原点之间的距离计算

方法

根据三角网格单元距离量测体系的相关理

论,三角网格单元之间的距离可以借助三角网格

节点的空间格局进行计算。为直观, 将等边三角

网格单元系统转换为图 7中的直角三角网格单元

系统。虽然三角网格单元的形状变为等腰直角三

角形,但节点的空间拓扑关系不变,因此通过三角

网格节点计算三角网格单元之间的距离不受三角

网格单元形状的变化影响。

图 7  三角网格三维直角坐标系统

  F ig . 7  T riangular three dimension r ect angular

co ordinate

原点三角网格单元的三边延长线将三角网格

空间划分为七个区域,即 Ñ、Ò、Ó、Ô、Õ、Ö 以及

原点三角网格单元本身。

Ñ型坐标系, 节点坐标与三角网格三维坐标
关系如下

i= min( x 1 , x 2 , x 3)

j= min( x 1+ y1 , x 2+ y 2 , x 3 + y 3)

k= min( y 1 , y 2 , y 3)

(22)

Ò型坐标系, 节点坐标与三角网格三维坐标

关系如下

i= m in( x 1 , x 2 , x 3)

j = m in( x 1 + y 1- 1, x 2+ y 2- 1, x 3+ y 3- 1)

k= min( y 1 , y 2 , y3 )

(23)

根据推论分析, 节点空间分布格局有如下

规律:

(1) Ñ区域里的任意三角网格单元的任意节

点与原点三角单元三边的距离的最小值等于 x i

+ y i- 1, 当为 Ñ型坐标系时; x i+ y i - 2, 当为 Ò

型坐标系时。根据推论可知,该区域中三角网格

单元与原点的距离等于 max ( x 1 + y 1 - 1, x 2 + y2

- 1, x 3+ y 3 - 1) ,当为 Ñ型坐标系时; max ( x 1 +

y1 - 2, x 2+ y 2 - 2, x 3 + y 3- 2) , 当为 Ò型坐标系

时。由于 x 1+ y 1- 1, x 2+ y 2- 1, x 3 + y3 - 1 之间

的差值为 1, 因此 max ( x 1+ y 1- 1, x 2 + y 2 - 1, x 3

+ y 3 - 1) 可改写为 min ( x 1 + y 1 , x 2 + y 2 , x 3 +

y3 )。同理 max ( x 1+ y 1- 2, x 2+ y 2- 2, x 3+ y 3-

2)等价于 min( x 1 + y 1 - 1, x 2 + y 2- 1, x 3+ y3 -

1)。根据式(22)和式(23)可知, 该网格单元与原

点的距离等于该单元 J 坐标的绝对值。

同理可分析Ô区域, 该区域中任意三角网格

单元的任意节点与原点三角单元三边的距离的最

小值为| x i+ y i | ,当为Ñ型坐标系时; | x i+ y i- 1| ,

当为 Ò型坐标系时。根据推论可知,该区域中三

角网格单元与原点的距离为 max ( | x 1 + y1 | ,

| x 2+ y 2 | , | x 3 + y 3 | ) , 当为 Ñ型坐标系时; 或者
max( | x 1+ y 1- 1| , | x2 + y2 | - 1, | x3 + y 3- 1| ) ,当

为Ò型坐标系时。在 Ñ型坐标系的Ô区域中,由

于 x i [ 0 且 y i [ 0, 因此 max ( | x 1 + y 1 | , | x 2+

y2 | , | x 3 + y 3 | )等价于| min( x 1+ y 1 , x 2+ y 2 , x 3+

y3 ) |。对于 Ò型坐标系的Ô区域,因 x i [ i , y i [ 1

且 x i+ y i- 1 [ 0,故 max ( | x 1 + y 1- 1| , | x 2 + y2

- 1| , | x 3+ y 3- 1| )等价于| min( x 1+ y 1- 1, x 2+

y2 - 1, x 3+ y 3 - 1) | 。根据式(22)和式(23)可知,

该网格单元与原点的距离等于该单元 J 坐标的

绝对值。

因此,在Ñ和Ô区域中,三角网格单元到原点
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的距离等于该单元 J 坐标的绝对值。

(2) Ò区域中任意三角网格单元三个节点与

原点的三边的距离最小值等于| y i- 1|。由推论

可知,该区域中三角网格单元与原点的距离等于

max( | y 1- 1| , | y 2- 1| , | y 3- 1| )。由于 y i \1且

y1 - 1, y2 - 1和 y 3- 1之间的绝对差值为 1, 因此

max( | y 1- 1| , | y 2- 1| , | y 3- 1| )等价于 min( | y1

- 1| , | y 2- 1| , | y3 - 1| )+ 1,即min( y 1 , y2 , y 3)。

Õ区域中任意三角网格单元三个节点与原点

的三边的距离最小值等于| yi |。由推论可知,该区

域中三角网格单元与原点的距离等于 max ( | y1 | ,

| y2 | , | y3 | )。由于 y i [ 0且 y1 , y 2 , y3 之间的绝对

差值为 1, 因此 max ( | y 1 | , | y 2 | , | y3 | )等价于

| min( y 1 , y 2 , y3 ) |

因此,根据式(22)和式(23)可知, Ò和Õ区域

中,该网格单元与原点的距离等于该单元 K 坐标

的绝对值。

(3) Ó区域任意三角网格单元三个节点与原
点的三边的距离最小值等于| x i |。由推论可知,该

区域中 三角网格单 元与原点的 距离等于

max( | x 1 | , | x 2 | , | x 3 | )。由于 x i [ 0,该式等价于

| min( x 1 , x 2 , x 3) | ,即该单元 I 坐标的绝对值。

Ö区域任意三角网格单元三个节点与原点的
三边的距离最小值等于| x i- 1|。由推论可知,该

区域中三角网格单元与原点的距离等于max( | x1

- 1| , | x2- 1| , | x 3- 1| )。由于 xi \1且 x 1 , x2 和

x3 差值为 1,因此该式等价于 min( x1 , x2 , x 3) ,即该

单元 I 坐标的绝对值。

因此,根据式(22)和式(23)可知, Ó和Ö 区域

中,该网格单元与原点的距离等于该单元 I 坐标

的绝对值。

表 1和表 2分别为三维坐标在各区域的分布

特征。

表 1 Ñ 型 IJK三维坐标在Ñ至Ö 区域的分布特征

Tab. 1  Distribution of IJK coordinates for case Ñ

I J K 大小关系 到原点的距离

Ñ \0 > 0 \0 | j | \| k |且| j | \| i | | j |

Ò < 0 > 0 > 0 | k | \| i |且| k | \| j | | k |

Ó < 0 [ 0 \0 | i | \| k |且| i| \| j | | i|

Ô < 0 < 0 < 0 | j | \| k |且| j | \| i | | j |

Õ \0 [ 0 < 0 | k | \| i |且| k | \| j | | k |

Ö > 0 > 0 < 0 | i | \| k |且| i| \| j | | i|

  因此,根据上述分析结果及坐标的区域分布
特征, 可得出三角网格单元 CP ( i , j , k )到原点

CO(0, 0, 0)的距离计算公式如下

D(CP , CO)= max( | i| , | j | , | k| ) (24)

表 2  Ò型 IJK三维坐标在Ñ至Ö 区域的分布特征

Tab. 2  Distribution of IJK coordinates for case Ò

I J K 大小关系 到原点的距离

Ñ > 0 > 0 > 0 | j | \| k |且| j | \| i | | j |

Ò [ 0 \0 > 0 | k | \| i |且| k | \| j | | k |

Ó < 0 < 0 \0 | i | \| k |且| i| \| j | | i|

Ô [ 0 < 0 [ 0 | j | \| k |且| j | \| i | | j |

Õ > 0 < 0 < 0 | k | \| i |且| k | \| j | | k |

Ö > 0 \0 [ 0 | i | \| k |且| i| \| j | | i|

转换为行列坐标系, 距离计算公式如下

D(CP,CO)= max( | [
u
2 ] | , | [
u+ 1
2 ] + v | , | v| ) (25)

5. 2  任意两三角网格单元之间的距离计算方法

任意三角网格单元之间的距离计算可以通过

坐标平移将原点三角单元移至其中一个三角网格

单元,然后根据式(1)的方法进行计算。

经过上述计算过程, 得到三角网格单元

CA( ia , j a , ka )和 CB( i b, j b , k b)之间的距离计算公

式如下

D(CA, CB )= max( | ia- ib | , | j a- j b | ,

| ka- kb| ) (26)

转换为行列坐标系, 其距离计算公式如下

D(CA, CB)= max( | [
ua

2
] - [
ub

2
] | ,

 | [
ua+ 1

2
] + v a- [
v b+ 1

2
] - v b| , | v a- v b | ) (27)

5. 3  三角网格单元距离计算的基本性质
三角网格单元十二连通距离量测方法满足距

离量测体系的三个基本条件, 即如下关系:

¹ D(CA, CA ) = 0; º D ( CA , CB ) = D ( CB,

CA) ; » D ( CA , CC ) + D ( CC, CB ) \D ( CA,
CB )。

首先从三角网格单元距离定义直接获取 ¹。

根据推论, CA 和CB 的距离等于最小节点距

离,节点距离本身具有自反性,显然 º结论成立。

»的证明相对复杂。为了简化,假设 CC 为

正向三角单元,以 CC为坐标原点,构建 Ñ型坐标
系统。本处仅考虑 CA 位于Ñ区域。

当 CB 位于 Ñ 区域时, D ( CA, CC ) = max

( | i a | , | j a | , | ka | ) , D(CB , CC)= max ( | i b | , | j b| ,

| kb | ) , 而 D(CA, CB) = max ( | i a- ib | , | j a - j b | ,

| ka- kb | ) , 因六个坐标值大于等于零, | ia - i b | ,

| j a - j b| , | ka- kb |比| ia | , | j a | , | ka | , | ib | , | j b |和
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| kb |中任意值都小,显然结论成立; 当 CB 位于 Ò
区域时, D(CA , CB) = max ( | i a | + | ib | , | j a- j b | ,

| ka- kb| )。因 j a \0且 j b \0及 ka \0且 k b \0,

存在 max ( | i a | + | ib | , | j a- j b | , | ka- kb | )< max

( | i a | , | j a | , | ka | ) + max ( | ib | , | j b | , | kb | ) , 显然

结论成立;当 CB 位于其他区域,证明方法与之类

似,这里略去具体证明过程。

6  结  论

本文通过构建面向三角网格系统的十二连通

距离量测方法体系,建立一种新型的三角网格三维

坐标系统,解决该坐标系统与传统行列坐标系统的

坐标转换方法,以及三角网格三维坐标系统及行列

坐标系统的距离量测方法,为基于平面三角网格系

统的计算和解决全球网格模型的离散距离提供了

一种思路。基于三角网格系统的十二连通距离量

测方法体系可方便地推广到基于正八面体、正二十

面体等柏拉图立体构建的全球离散网格模型的网

格距离计算上。目前已取得实质性进展。
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